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EXERCICES 

DE 

C/VLCUL   NUMÉRIQUE 


PREMIÈRE  PARTIE 
CALCULS    ARITHMÉTIQUES 


CHAPITRE  I 
OPÉRATIONS  ABRÉGÉES 


Multiplication  abrégée. 

1.  Evaluer  à  ttt P^^^>  p(^^  défaut  ou  par  excès,   le  produit 

de  deux  nombres  décimaux,  commensurablcs  ou  incommensu- 
rables, connus  avec  autant  de  décimales  que  Von  veut. 

Nous  expliquerons  la  méthode  sur  un  exemple.  Soit  à  trouver 
le  produit  des  deux  nombres 

71  =  3,1415926535..., 
A  =  56,2857642... 
auprès. 

T'  Nous  écrivons  le  multiplicande  r.  comme  d'habitude,  et  au- 
dessous  nous  plaçons  le  multiplicateur  A  en  renversant  l'ordre 
des  chiffres,  de  manière  que  le  chiiïre  de  A  (jui  indicjue  les  unités 
simples  soit  écrit  au-dessous  du  chiiïre  de  t:  (|ui  indi(jue  les  iini- 
AuBEiiT  ET  pAi'ELiEn.  Ex.  Galc.  num.  1 
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tés  cent  fois  plus  petites  que  celles  qui  correspondent  à  l'approxi- 
mation donnée. 

I 
Dans  l'exemple   considéré,   l'approximation   indique  le  ~rir, 

\  ^^ 

l'unité  cent  fois  plus  petite  est  le---— ?  nous  placerons  le  6  de  A 

1  000 

qui  indique  les  unités  simples  au-dessous  du  1  de  t:  qui  désigne 

les  millièmes.  Nous  avons  ainsi  la  disposition  suivante: 


3,1415926535 


...2467582,65. 

Nous  avons  surmonté  d'un  trait  les  chiffres  de  tt  qui  débordent 
A  à  droite  et  ceux  de  A  qui  débordent  -k  à  gauche  ;  ces  chiffres 
ne  sont  pas  utilisés  dans  l'opération. 

2^  Puis,  sans  tenir  compte  des  virgules,  nous  multiplions  le 
multiplicande  par  chaque  chiffre  du  multiplicateur,  pris  à  son 
tour  comme  dans  la  multiplication  ordinaire,  mais  en  commen- 
çant par  le  chiffre  du  multiphcande  qui  se  trouve  au-dessus  de 
celui  employé  au  multiplicateur. 

Ainsi,  nous  multipUons  31415  par  5,  ce  qui  donne  le  premier 
produit  partiel  157075,  puis  3141  par  6,  ce  qui  donne  18846, 
puis  successivement,  31i  X  2  =  628,  31x8  =  248,  3x5  =  15. 

Nous  écrivons  tous  ces  produits  partiels  les  uns  au-dessous  des 
autres,  de  manière  que  leurs  premiers  chiffres  à  droite  soient 
dans  une  même  colonne  verticale,  puis  nous  ajoutons  tous  ces 
produits. 

3,1415926535... 

...2467582,65 

k 


157075 

18846 

628 

248 

15 


176812 
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,'î°  Dans  la  somme  obtenue  nous  supprimons  les  deux  derniers 
chiffres  à  droite,  nous  augmentons  le  dernier  chiffre  restant  d'une 
unité  et  nous  faisons  exprimer  au  nombre  ainsi  obtenu,  1  7G9, 
des  unités  de  l'ordre  marqué  par  l'approximation,  c'est-à-dire 
des  dixièmes. 

Nous  avons  ainsi  176,9,  qui  est  le  produit  des  deux  nombres  •:: 

et  A  à  — —  près,  par  défaut  ou  par  excès. 
10 

C'est  ce  qu'il  nous  reste  à  démontrer. 

1"  Remarquons  d'abord  que  les  différents  produits  partiels  que 
nous  avons  calculés  expriment  tous  des  unités  du  même  ordre, 
unités  cent  fois  plus  petites  que  celles  qui  correspondent  à 
l'approximation  demandée. 

En  effet,  ces  produits  sont  respectivement  égaux  à 


ou 


M  415 
10'^ 

XoO, 

3141 
10* 

xo. 

314 
102  X 

2 
10' 

31 
10 

Xl02' 

3X 

5 

10*' 

3141:') 

xri 

3141 

xo 

314X2 

10 

-,     ' 

10*      ' 

10* 

y 

31x8 

3X0 

- 

10*    ' 

10* 

Leur  somme  représente  donc  des  millièmes. 


2"  En  n'utilisant  pas  tous  les  chiffres  du  multiplicande,  nous 
avons  commis  des  erreurs  par  dcfjnil  égales  respectivement  aux 
produits 

50xo,oooo92r)r)3:'.. 

6xo,ooo:)02():i3:i. 

0,2  X  0,001  :')92r):')3:;. 

o,()8x  0,041  :)92(;:i3:"». 

o,oo:)xO,i4i:)92o:33:*). 
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qui  sont  respectivement  moindres  que 

SOX^.  6X^>  lo'^lO^' 

Tô^x  10'        w      ' 

La  somme  de  ces  erreurs  est  donc  inférieure  à 

^iiti+8+1,    ou    -^; 

s  désignant  la  somme  des  chiffres  utilisés  au  multiplicateur. 


3«  D'autre  part,  en  n'employant  pas  tous  les  chiffres  du  mul- 
tiplicateur, nous  avons  commis  une  nouvelle  erreur  par  défaut, 
égale  au  produit  du  multiplicande  tt  par  0,0007642... 

Or  u  est  plus  petit  que  10,  le  second  facteur  est  inférieur  à 

I+i  •  donc  cette  erreur  est  inférieure  à  '^-^A  1  étant  le  pre- 

10*    '  *^ 

mier  chiffre  du  multiplicateur  qui  déborde  le  multiphcande  a 

gauche. 

4»  Il  résulte  de  là  que  le  produit  obtenu  176,812  est  une  valeur 
approchée  par  défaut  du  produit  exact,  et  que  l'erreur  commise 
est  moindre  que 

^-+-■'7+1  ou         ^^^, 

a  désignant  la  somme  des  chiffres  du  multiplicateur  pris  en  allant 
de  droite  à  gauche  jusques  et  y  compris  le  premier  chiffre  qui 
déborde  le  multiplicande  à  gauche. 

Or,  en  général,  dans  les  opérations  usuelles,  a  -4-  1  est  infé- 
rieur à  100,  par  suite,  °^  est  inférieur  à  10;  l'erreur  commise 

est  donc  moindre  que  -j^- 
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Le  produit  exact  est  compris  entre  176,812  et  170,912;  donc 

\ 
176,9  est  sa  valeur  à  y^  près,  par  défaut  ou  par  excès. 


2.  Remarque  I.  —  On  peut  même  observer  ici  que  a  -1-  1  =  34, 

donc  Terreur  commise  est  moindre  que  -7—  ;  par  suite,  le  produit 

10^ 

exact  est  compris  entre  176,812  et  176,846,  il  vaut  mieux  prendre 
alors  176,8  comme  valeur  approchée  par  défaut. 

3.  Remarque  H.  —  Si,  exceptionnellement,  la  somme  a -f-  l 
est  supérieure  à  100  et  inférieure  à  1000,  il  faut  calculer  un 
chiffre  de  plus  au  produit.  On  place  alors  le  chiffre  du  multipli- 
cateur qui  indique  les  unités  simples  au-dessous  du  chiiïre  du 
multiplicande  qui  indique  les  unités  /nt/Ze  fois  plus  faibles  que 
celles  qui  correspondent  à  l'approximation  demandée.  L'opéra- 
tion se  fait  alors  de  la  même  manière,  seulement  à  la  fin  on 
supprime  trois  chiffres  à  la  droite  du  produit,  et  on  augmente  le 
dernier  chiffre  restant  d'une  unité. 

i 

4.  Remarque  III.  —  Si  le  multiplicande  a  un  nombre  limité  de 
chiffres,  il  peut  arriver  qu'un  ou  plusieurs  chiffres  du  multipli- 
cateur débordent  ce  multiplicande  vers  la  droite;  dans  ce  cas, 
on  placera  des  zéros  à  la  droite  du  multiplicande  et  au-dessus 
des  chifïres  envisagés  du  multiplicateur. 


1 

5.   Calculer  à  ytt.—  près  le  produil  des  deux  nombres 


A  =  368,57, 
B  =  0,543218763.  .  . 

ConforménM'iil    a    la  nutliode   iiulKiiiéc   rt  a  la  remarque  III, 
nous  disposerons  ro|>érati()n  de  la  façon  suivante  : 
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368,r,7000 
...36781234  5,0 

18428500 

1474280 

110  5  71 

7370 

3  68 

288 

21 

20021398 

Le  produit  demandé  est  200,214. 

On  peut  aussi  prendre  A  comme  multiplicateur  et  B  comme 
multiplicande  ;  on  a  l'opération  suivante  : 

0,5  4  3  2  1  8  7  6  3  .. . 


75,863 

16296561 

3259308 

434568 

27160 

3801 

20021398 

{ 

6.  Calculer  z^  à  7-7  près. 

10^ 

On  écrira  : 

3,1415926... 

...6295141,3 
On  trouve  9,8696. 

7.  Calculer  le  produit 

0,5623478x2,3007125 

On  trouve  1,294. 


OPÉRATIONS    ABRÉGÉES 

8.  Calculer  le  produit 

4,3307x0,0002518376 

On  trouve  0,001141. 


Division  abrégée. 

I 

9.  Evaluer  à  —-près^  par  défaut  ou  par  excès,  le  quotient 

de  deux  nombres  décimaux,  commensurables  ou  incommensu- 
rables, connus  avec  autant  de  décimales  que  l'on  veut. 

Comme  pour  la  multiplication  abrégée,  nous  exposerons  la 
méthode  sur  un  exemple. 

Soit  à  calculer  à  — —  près  le  quotient  du  nombre 
10' 

A  ^5,52314897... 

par  le  nombre 

B  =  72,8425... 

1"  On  commence  par  déterminer  le  nombre  de  chiflres  du 
quotient  cherché. 

Comme  A  est  compris  entre  — -  et  -y,  le  quotient  est  compris 

100       1 0 
1  1 

entre  ^   ^  et  --  ;  par  suite,  le  premier  chiffre  (autre  que  zéro) 

occupera  la  deuxième  place  après  la  virgule.  Comme  le  quotient 
doit  avoir  cinq  chiffres  décimaux,  il  aura  quatre  chifTres  signi- 
ficatifs. 

2  hcsignons,  d'une  inaniore  générale,  par  n  le  nombre  des 
chiffres  ainsi  déterminé  du  «piotiont.  Nous  prenons  alors  sur  la 
gauche  du  diviseur  (sans  tenir  compte  de  la  virgule)  assez  de 
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chiirres  pour  former  un  nombre  supérieur  ou  égal  à  n,  puis  à  la 
suite  de  ces  chiffres  nous  prenons  les  n  chiffres  suivants.  Le 
nombre  formé  par  tous  les  chiffres  est  le  diviseur  restreint. 
-  Ainsi,  dans  notre  exemple,  n  =  4  ;  comme  le  premier  chiffre, 
7,  de  B  est  supérieur  à  4,  nous  prenons  quatre  chiffres  à  la 
suite  de  7  ;  nous  obtenons  le  nombre  72842,  qui  est  le  diviseur 
restreint  (*). 

3°  Nous  formons  ensuite  le  dividende  restreint  en  prenant 
sur  la  gauche  du  dividende  donné  (sans  tenir  compte  de  la  vir- 
gule) assez  de  chiffres  pour  former  un  nombre  contenant  au 
moins  une  fois  et  moins  de  dix  fois  le  diviseur  restreint. 

Nous  obtenons  ainsi  552314. 

4°  Nous  disposons  alors  l'opération  comme  d'habitude  (en 
replaçant  les  virgules)  ;  les  chiffres  surmontés  d'un  trait  ne 
seront  pas  utilisés. 


5,52314897... 
42420 
6000 
176 
3  2  . 


7  2,8425 


7582 
0,07582 


Nous  divisons  le  dividende  restreint  552314  par  le  diviseur 
restreint  ;  le  quotient  est  7  ;  puis,  comme  dans  la  division  ordi- 
naire, nous  multiplions  le  diviseur  72842  par  7  et  nous  retran- 
chons le  produit  obtenu  du  dividende  552314,  ce  qui  donne  le 
premier  dividende  partiel  42420. 

Nous  supprimons  maintenant  un  chiffre  à  la  droite  du  divi- 
seur restreint,  le  chiffre  2  (on  peut  indiquer  cette  suppression 
en  plaçant  un  point  au-dessus  de  ce  chiffre)  ;  nous  obtenons  le 
deuxième  diviseur  7284,   et  nous  divisons  le  dividende  partiel 


(*)  Si  l'on  avait  6  =  173,8904.  ..  (n  =  i),  on  prendrait  d'abord  le  nombre 
17  qui  est  supérieur  à  4,  puis  qua(re  chifTres  à  la  suite  de  17. 
Le  diviseur  restreint  serait  173896. 
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42420  par  le  deuxième  diviseur  :  le  quotient  est  5.  Nous  faisons 
le  produit  7284x5,  et  nous  le  retranchons  du  dividende  partiel 
42420  :  ceci  nous  donne  le  deuxième  dividende  partiel  6000. 

Nous  supprimons  ensuite  le  dernier  chiffre,  4,  du  deuxième 
diviseur  ;  nous  formons  ainsi  le  troisième  diviseur  728,  et  nous, 
divisons  le  dividende  partiel  6000  par  728  et  ainsi  de  suite. 

On  continue  l'opération  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  le  nombre  de  chiffres  que  doit  avoir  le  quotient. 

Nous  trouvons  ici  7582,  et  comme  le  nombre  doit  exprimer 
des  cent-millièmes,  le  quotient  approché  est  0,07582. 

Il  nous  reste  maintenant  à  justifier  cette  méthode. 

Désignons  par  Q'  ce  quotient,  Q'  =  0,07582  ;  nous  allons 
démontrer  que  la  différence 

B       ^ 

\ 

est  moindre  que  - —  en  valeur  absolue. 
10" 

Soit  A'  le  dividende  restreint  en  tenant  compte  de  la  virgule; 

nous  avons 

(1)  A' =  A— 0,00000897... 

Nous  avons  retranché  de  À'  le  produit  BQ'  diminué  de  la  somme 
S  des  quatre  produits 

0,07x0,0005..., 

0,005x0,0025..., 

0,0008x0,0425..., 

0,00002x0,8425..., 

ces  produits  sont  respectivement  inférieurs  aux  produits 

il  J_        1  1  1  l 

10     10^'         W^ify^'         w-^îo'         10*^  ' 

et  comme  ceux-ci  sont  tous  .égaux  à  — -,  on  en  conclut  que  la 

4 
somme  S  est  inférieure  à  -.-• 
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Or,  le  numérateur  4  est  justement  le  nombre  de  chiffres  du 
quotient  ;  il  est  par  hypothèse  inférieur  au  premier  chiffre  7  du 
diviseur  B,  on  a  donc 

^10*  ^10' ^10»' 

D'autre  part,  en  retranchant  de  A'  la  quantité  BQ'  —  S,  il 
reste  0,00032  ;  on  a  donc 

A'  — (BQ'  — S)  =  0,00032, 

ou,  en  remplaçant  A'  par  sa  valeur  (1), 

(2)  A  —  BQ'  =  —  S  -f-  0,00032897... 

Mais  32  est  le  reste  d'une  division  dont  72  est  le  diviseur  ;  on 

a  donc  32  <  72, 

la  différence  entre  les  deux  membres  de  l'inégalité  étant  au 
moins  égale  à  1.  On  peut  alors  écrire 

32,897...  <  72, 
ou  0,00032897...  <i 

Comme  on  a  aussi  S  <  --— ,  on  en  déduit 

1-8  4-0,00032897...  1< -A, 
et,  d'après  l'égalité  (2), 


1 

A-BQ'K^I 

Divisons  par  B,  nous  avons 

l-Q' 

<^^' 
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A        1 

et  ceci  montre  bien  que  Q'  est  la  valeur  approchée  de  —  à  — — 

par  défaut  ou  par  excès  (*). 

On  peut  dire  aussi  que  le  quotient  exact  est  compris  entre 

Q'  — TTT^  et  Q'-+-^,  c'est-à-dire  entre  0,07581  et  0,07583- 
10^  10^ 


10.  Remarque.  —  On  peut  reconnaître  si  le  quotient  Q'  est 
approché  par  défaut  ou  par  excès,  et  obtenir  dans  certains  cas 
une  approximation  plus  grande  que  l'approximation  demandée. 

En  effet,  de  la  formule  (2)  nous  tirons 

A  _    ,      —  S  +  0,00032897... 


B       "  B 

On  ne  peut  pas  calculer  exactement  la  somme  S,  mais  on  peut 
toujours  trouver  deux  nombres  qui  la  comprennent. 
Nous  avons  vu  que  S  est  la  somme  des  produits 

0,07x0,0005..., 
0,005x0,0025..., 
0,0008x0,0425..., 
0,00002x0,8425... 

Si  nous  réduisons  le  deuxième  facteur  de  chaque  produit  à 
son  premier  chiffre  significatif,  nous  aurons  une  valeur  de  S 
approchée  par  défaut,  et  si  nous  augmentons  d'une  unité  ce 
premier  chiffre,  nous  aurons  une  valeur  de  S  approchée  par 
excès. 

Il  en  résulte  que  S  sera  plus  grand  que  la  somme  des  produits 
de  gauche  et  plus  petit  que  la  somme  des  produits  de  droite 

0,07  X  0,0005,  0,07  x  0,0000, 

0,005  X  0,002,  0,005  x  0,003, 

0,0008  X  0,04,  0,0008  X  0,05, 

0,0fi/)02  X  0,8,  0,00002  x  0,9. 


(*; Celle  démonstration  est  (lue  ;'i  M.  (];mim;in. 
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On  en  déduit  aisément 

0,000093  <  S  <0,000H5. 

On  en  conclut  que 

—  S -h  0,00032897... 
est  positif  et  que,  par  suite,   Q'  est  une  valeur  approchée  par 
défaut  du  quotient  —  • 
De  plus,  nous  avons 

A  _ ^,      —0,000093  +  0,00032897... 

A       ^,  ^0,00023597... 
--Q< ^ . 


ou  encore 


ou  enfin 


A       ^.    .0,00028 
B-^  <~70~' 


A  __Q/<  0,000004 
B       ^  ^    ' 


Le  quotient^  est  compris   entre  Q'  et  Q'  +  ïq^'  c'est-à-dire 
entre  0,07582  et  0,075824. 


11. 

11.   Calculer  —  a  --  près. 

TZ  10^ 

\  1 

Comme  -  est  compris  entre  1  et  —,  le  premier  chiffre  signi- 
ficatif du  quotient  est  le  chiffre  des  dixièmes,  donc  le  quotient 
aura  neuf  chiffres. 

Nous  prenons  sur  la  gauche  de  t:  les  deux  premiers  chiffres 
31,  qui  forment  un  nombre  supérieur  à  9,  et  nous  écrivons  à  la 
suite  les  neuf  chiffres  suivants  ;  nous  avons  ainsi  le  diviseur 
restreint  3141592G535. 
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Le  dividende  restreint  se  compose  alors  de  Funité  suivie  de 
onze  zéros,  et  nous  avons  l'opération  suivante  : 


1,00000000000 
57r32220395 

3,1415926535 

318309886 

2610G27742 

97353622 

3105844 

278413 

27Ô93 

1965 

81 

On  a  donc 

-  =  0,318309886, 

71 

à  — -  près,  par  défaut  ou  par  excès. 
lO-* 


12.  En  prenant  tc  avec  dix-sept  décimales  (*), 

71  =  3,14159265358979323, 

1    ^     i 

on  peut  calculer  —  à  -——  près. 

^  TT  10'^ 


On  obtient 


=  0,3183098861837906, 


13.  Calculer ^  à  -^^près. 


Le  quotient  aura  dix  chinVes  ;  le  diviseur  restreint  est 
648000000000 
et  le  dividende  restreint  314!  59265:^589. 


(•)  Nous  montrerons  (l;«ns  le  tome  H  comment  on  peut  cnicuicr  ces  dix-sept 
décimales 


14 
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3141592653589 

549592653589 

31192653589 

5272653589 

88653589 

23853589 

4413589 

525589 

7189 

,709 

61 


648000000000 


4848136811 


On  a 


-^==0,004848136811. 
648 


,,    ^   ,     ,     648  .     1 

14.  Calculer a  -77^ près. 

-K  10** 


On  trouve 


—  =  206,26480624. 

71 


15.  Déduire  la  valeur  de  -^  de  celle  de  -^  en  divisant  1  par 

Il  o4o 

-7^,  et  faire  le  calcul  inverse. 
648 


16.  Calculer  àjT^près  le  quotient 


On  trouve 


6886,7239765. 
83,6729867. 

82,.305. 


17.   Calculer  à --près  le  quotient 


0,547.302954.. 
8,23401763... 


OPÉRATIONS    ABRÉGÉES  15^^ 

On  trouve      '  0,0664. 

1        1 

18.  Calculer—  à  —^près. 

e       10^ 

On  sait  que  le  nombre  e  est  égal  à 

2,718281828... 

à  T-—  près  par  défaut. 
10' 

On  trouve  -  =  0,3678794i. 

e 

^  1 

19.  Calculer  ^  77^P^^^  ^^  quotient 

3i,3r)8r)9164... 
0,0048275428' 

On  trouve  530,00. 

20.  Remarque.  —  Il  peut  arriver  dans  la  division  abrégée  qu'un 
dividende  partiel  D  contienne  10  fois  le  diviseur  correspondant  A. 
Dans  ce  cas,  on  place  au  quotient  le  nombre  10  entre  parenthèses, 
on  retranche  de  D  le  produit  lOA  et  on  continue  Topération  par 
la  méthode  ordinaire. 

A  la  fin  de  l'opération,  on  remplace  le  (10)  du  quotient  par  0 

et  on  augmente  d'une  unité  le  chiffre  précédent  du  quotient. 

1 
Soit,  par  exemple,  à  calculera  TTwr;.  près  le  quotient  de 

20,01 9i(;8  par  0, 7480275. 
Nous  disposons  l'opération  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut: 


29,010468 
2  023S 
6742 
2 


6,7489275 


42(10)0 
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Après  avoir  calculé  les  deux  premiers  chiffres  4  et  2  du  quotient, 
nous  obtenons  le  dividende  partiel  6742,  que  nous  devons  diviser 
par  674.  Le  quotient  est  (10);  nous  retranchons  de  6742  le  produit 
674  X  10,  nous  obtenons  le  dividende  partiel  suivant  2,  et  celui- 
ci  divisé  par  67  donne  comme  quotient  zéro. 

Si  l'on  refait  sur  cet  exemple  la  démonstration  donnée  au  n°  9, 
on  voit  que  le  quotient  approché  Q'  est  égal  à 


4 


2     ,    10    ,     0 


10        10^       103 
ou  à  4,300. 

1 

21.   Calculer  à  777;- près  le  quotient 
100 

3083,01627 
39,27422' 

On  trouve  78,50. 


V  1  , 

22.     Calculer  à— —près  le  quotient 

0,02014958772 
3,731412895  " 


On  trouve  0,005400. 


Applications  de  la  multiplication  et  de 
la  division  abrégée. 

23.  Étant  donnée  la  valeur  d'un  angle  en  grades^  minutes  ei 
secondes  centésimales,  calculer  sa  valeur  en  radians. 


Soit  g  la  valeur  de  Tangle  en  grades  et  r  sa  valeur  en  radians, 
on  a 


JL_^ 


200 


TT 
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De  la  valeur  de  tt  on  déduit  aisément  celle  de 


200' 


2^  =  0,015707963...; 
il  suffît  alors  de  multiplier  — —  par  g. 


24.  Étant  donné  Vangle  27^82'o3'\  calculer  sa  valeur   en 
radians. 


Nous  avons  g  =  27,8253 

La  valeur  de  r 
abrégée  suivante  : 


\ 

La  valeur  de  r  à  — —  près   sera   donnée  par  la   multiplication 


0,015707963... 
3  5  2  8,7  2 

314158 

10  9  9  4  9 

12560 

314 


437059 

En  utilisant  la  remarque  du  n"  2,  on  voit  que  la  valeur  de  r 
ost  0,4370  à-^par  défaut. 

.    1         . 
25.   (Calculer  la  valeur  en  radians,  à  —  près,  de  l'anale  0^,02. 

On  trouve  0,0945. 


26.  filant  donnée  la  valeur  d'un  angle  en  radians,  calculer 
sa  valeur  en  grades. 

Aldeht  et  Papelier.  Ex.  C;i1c.  iinm.  2 
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On  a  g  =  —  r. 


De  la  valeur  de  — calculée  au  n°  12  on  déduit  celle  de ; 

on  obtient 

^  =  63,661977236758...; 
on  multipliera  ce  nombre  par  la  valeur  donnée  de  r. 

27.  Soit  0,5824  la  valeur  d'un  angle  en  radians,  trouver  sa 
valeur  en  grades  et  fractions  de  grade  jusqu'à  la  4^  décimale 
inclusivement. 


Nous  avons  l'opération  suivante  : 

6  3,6  6  1  9  7  7  2  .. . 
4285,0 


31830985 

5092952 

127322 

25464 


37076723 

La  valeur  cherchée  est  37^,0767  à  une  seconde  centésimale 
près,  par  défaut. 

28.  Soit  1,23  la  valeur  d'un  angle  en  radians,  trouver  sa 
valeur  en  grades. 

On  trouve  78^3042. 

29.  Soit  0,7854  la  valeur  d'un  angle  en  radians,  trouver  sa 
valeur  en  grades. 

Réponse  :  50^. 
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30.  Etant  donnée  la  valeur  d'un  angle  en  degrés,  minutes  et 
secondes  sexagésimales,  calculer  sa  valeur  en  radians. 

On  commencera  par  réduire  les  degrés  et  les  minutes  en 
secondes,  et  on  désignera  par  s  la  valeur  de  l'angle  exprimée 
en  secondes  sexagésimales.  En  appelant  toujours  r  la  valeur  de 
l'angle  en  radians,  on  a 

r  5  s 


ISOxOOxao      648000' 


De  la  valeur  de  ;-—  calculée  au  n°   13  on  déduit  celle  de 
648 


;  on  a 


648000 

^^  =  0,000004848,36811... 

On  aura  la  valeur  de  r  en  multipliant  -  par  s. 

u4o000 

31.  Calculer  la  valeur  en  radians  de  l'angle  15°  03' 20". 

La  valeur  en  secondes  est  54200". 

\ 
Si  nous  voulons  la  valeur  de  r  à  -—  près,  nous  aurons  la 

10^ 
multiplication  abrégée  suivante  : 

0,0000048481308... 
00245 


242405 

19392 

908 


262705 
La  valeur  cherchée  est  0,2627. 

32.  Calculer  la  valeur  en  radians  de  l'angle  22°  15'  02'. 
Héponsc:  0,.3883. 
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33.  Étant  donnée  la  valeur  d'un  angle  en  radians,  calculer 
sa  valeur  en  degrés,  minutes  et  secondes  sexagésimales. 

f)48000 
On  a  ^    5  =  — ;;— ^• 

De  la  valeur  de  ^  obtenue  au  n°  14,  on  déduit  celle  de 
648000 

648000^206264,80624..., 

71 

et  on  multiplie  ce  nombre  par  r. 

34.  Soit  0,2851  la  valeur  d'an  angle  en  radians,  trouver  sa 
valeur  en  degrés,  minutes  et  secondes  sexagésimales. 

Nous  obtiendrons  la  valeur  en  secondes  à  une  unité  près  en 
faisant  la  multiplication  suivante  : 

206264,80624 
15  82,0 

4125296 

1650112 

103130 

20  6  2 


5880600 
On  trouve  ainsi        58806"        ou        16«20'06". 

35.  Soit  0,5935  la  valeur  d'un  angle  en  radians,  trouver  sa 
valeur  en  degrés,  minutes  et  secondes  sexagésimales. 

Réponse:  34°0M8". 

36.  Remarque.  -  Si  Ton  désigne  par  g  la  valeur  d'un  angle  en 
grades  et  par  s  sa  valeur  en  secondes  sexagésimales,  on  a  la 

formule 

_jL_  =  _SL,  ou         5=:3240flr 

648000      200 
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Elle  permet  de  calculer  s  si  l'on  connaît  cf,  ou  inversement, 
de  calculer  g  si  Ton  connaît  s. 

37.  Calculer  la  valeur  en  gracies  de  l'angle  47"  15'  46'. 
On  trouve  52^5142. 

38.  Calculer  la  valeur  en  degrés^  îninules  et  secondes  sexa- 
gésimales de  l'angle  75^,8497. 

On  trouve  68Mo'53"- 

39.  On  donne  les  trois  nombres 

a=  0,7o8432..., 
6=  4,2ol789..., 
c=  12,842197...; 

11V  .     ab  .     \ 

calculer  l  expression —  a près. 

c       1000 

Première  méthode.  —  On  calcule  d'abord  le  produit  ab, 
puis  le  quotient  de  ab  par  c. 

Le  produit  ab  a  un  chidre  supérieur  à  1  à  sa  partie  entière,  et 

c  en  a  deux,  dont  le  premier  est  1  ;  donc  le  quotient    -  est  compris 

c 
entre  0,1  et  1,  il  aura  trois  chiiïres. 

Par  suite,  le  diviseur  restreint  est  12842. 

Comme  le  premier  chinVe  de  ab  est  supérieur  à  1,  le  dividende 

restreint  anra  cinq  chifï'res  ;  il  faut  donc  calculer  le  produit  ab  à 

-J;prcs.  ' 

On  trouve  flô  =  3,2247,  et  en  faisant  la  division  abrégée  de 
ab  p;ir  r.  on  otdiont 

C 
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Deuxième  méthode.  —  On  calcule  d'abord  le  quotient  —,  et 

c 
on  multiplie  ce  quotient  par  b. 

On  voit  aisément  que  le  quotient  —  est  compris  entre  0,01  et 

a  i 

0,1  ;  pour  l'aire  le  produit  —  x^  à  — —  près,  il  faudra  placer 

le  chiffre  4  des  unités  de  b  sous  le  cinquième  chiffre  décimal  de 

—  ;  il  faut  donc  calculer  —   à  7-—  près. 
c  c         lU' 

On  obtient 

-  =  0,05905, 
c 

et  en  faisant  le  produit  par  6,  on  retrouve 

—  =  0,251. 
c 


e^         1  . 

40.   Calculer  —  à  — —  près. 

La  valeur  de  e  est  indiquée  au  n°  18. 


On  trouve  -  =  2,3520. 


,,     ^   ,     ,     ev/2  .     1 

41.  Calculer  -^  a  —-  près. 

Tt^         100 

On  a  v^2=  1,4142135623..  . 

On  trouve  -^=0,12. 


Racine  carrée  abrégée. 


Dans  tout  ce  qui  va  suivre  il  ne  s'agira  que  de  racines  carrées 
approchées  par  défaut. 

On  sait  que  pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  quel- 
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1 

onque  à  —r-  près,  on  multiplie  ce  nombre  par  10-^,  on  ne  consi- 

ère  que  la  partie  entière  du  produit  et  on  extrait  la  racine 
carrée  à  une  unité  près  de  cette  partie  entière,  puis,  on  divine 
cette   racine  par   10'',  et  on  obtient  ainsi  la  racine  carrée  du 

nombre  donné  à  7-—  près. 

On  est  donc  conduit  dans  tous  les  cas  à  l'extraction  de  la  racine 
carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité  près.  C'est  une  opération 
bien  connue,  qui  est  exposée  dans  tous  les  traités  d'arithmétique. 

Nous  allons  indiquer  ici  une  méthode  abrégée  qui  repose  sur 
le  théorème  suivant: 


42.  Théorème.  —  1"  Soit^  un  nombre  entier  dont  la  racine 
carrée  à  une  unité  près  a  un  nombre  impair  de  chiffres,  2k  -h  { 
par  exemple.  Désignons  par  a  le  nombre  formé  par  les  k-\~\ 
premiers  chiffres  à  gauche  de  la  racine,  suivis  de  k  zéros,  et 
par  b  le  nombre  formé  par  les  k  derniers  chiffres  de  la  racine. 

Divisons  N  —  a'^  par  2a,  soient  q  le  quotient  à  une  unité  près 
par  défaut,  et  r  le  reste. 

Démontrer  que  si  r^q^,  on  a  b  =  q,  et  que  si  r  «<  q"^,  on  a 
b  =  q—\. 

2"  Supposons  maintenant  que  la  racine  carrée  à  une  unité  près 
du  nombre  N  ait  un  nombre  pair  de  chiffres,  2k  par  exemple. 

Si  le  premier  chiffre  à  gauche  de  la  racine  est  supérieur  ou 
égal  à  5,  on  a  le  même  théorème  en  prenant  pour  a  le  nombre 
formé  par  les  k  premiers  chiffres  de  la  racine,  suivis  de  k  zéros, 
et  pour  b  le  nombre  formé  par  les  k  derniers  chiffres. 

Si  le  premier  chiffre  de  la  racine  est  inférieur  à  5,  il  faut 
prendre  pour  a  le  nombre  formé  par  les  /f-f- 1  premiers  chiffres, 
suivis  de  k  —  \  zéros,  et  pour  b  le  nombre  formé  par  les  k —  1 
derniers  chiffres. 

\"  D'après  la  définition  des  nombres  a  et  6,  a~]-b  est  la 
racine  carrée  de  N  à  une  unité  près  ;  on  a  donc 


(a  ~\-  by  r^  "S  <(a  -h  b  -h  \)\ 
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OU         «2  _^  2a6  -h  62  ^  N  <  a^  +  2a{b  +  1)  +  (6  +  1)2, 
ou  encore 

2a  2a  2a 

Il  est  facile  de  voir  que  —-  et  ^ — - — ^  sont  plus  petits  que  \ . 
2a  2a 

En  effet,  nous  avons,  par  hypothèse, 

6<^o^      6-f-^<^o^      a>io^'^ 

et  par  suite 

11  ^  J0!1  ^  .  (6+1)2  ^02. 

2a  ^2. 102^         '  2a      '^2.102*'^    ' 

Il  résulte  alors  des  inégalités  (1)  que  q  est  égal  à  6  ou  à  6  -h  1 , 
ce  qui  revient  à  dire  que  la  racine  de  N  est  égale  à  a  -h  ç  ou  à 
a-hg  —  1. 

Mais,  on  a  N  —  a2  =  2a^  +  r, 

ou  N  —  (a-\-qy=r—  q'^. 

Donc,  si  r  >  g^2^  on  a  N  Xa  -h  g)2,  la  racine  de  N  est  a-h  q, 
on  a  b=^  q. 

Si  r  <  q^,  on  a  N  <  (a  +  qy,  la  racine  de  N  est  a  H-  ^  —  1 
et  Ton  di  b  =  q  —  1. 

Le  théorème  est  démontré. 

2"  Nous  avons  toujours  les  inégalités  (1),  et  nous  allons  montrer 

62     ,(6  +  1)2 
que  —  et  ^ — - — —  sont  encore  plus  petits  que  1. 

Si  le  premier  chiffre  de  a  est  égal  ou  supérieur  à  5,  on  a 

6<l0^       6+l<10^       a  >  5.102''-', 

2a  ^  10.102'^-^^  2a  .   "^  10.102'^- '  ^    * 

Si  le  premier  chiffre  de  a  est  inférieur  à  5,  on  a 

6<10''-S       6+l<10''-\       a>102''-» 
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et  6^         W^--  (b-^\y        10-^^-^ 

2a  ^2.102'^-^  ^'  2a       ^2.10^^-^^ 

La  démonstration  s'achève  comme  plus  haut. 

43.  Conséquence.  —  Pour  obtenir  la  racine  carrée  d'un  nombre 
entier  N  à  une  unité  près  par  la  méthode  abrégée,  on  calcule 
d'abord  les  chiffres  de  a  par  le  procédé  ordinaire,  puis  on  cal- 
cule les  autres  chiffres  qui  constituent  le  nombre  b  en  faisant  le 
quotient  de  N  —  a-  par  2a. 

Voici  quelques  exemples  : 


44,  Calculer  sj e  à  — —  près. 

On  a  e  =  2,7182818284590452... 

En  multipliant  par  10'-  et  en  prenant  seulement  la  partie 
entière  on  obtient  le  nombre  entier 

N=:  2718281828459, 

dont  il  faut  extraire  la  racine  carrée  à  une  unité  près. 

Si  nous  décomposons  le  nombre  en  tranches  de  deux  chiffres 
à  partir  de  la  droite,  nous  obtenons  sept  tranches,  donc  la  racine 
a  sept  chiffres. 

Nous  calculons  les  quatre  premiers  par  la  méthode  ordinaire,, 
et  nous  avons  l'opération  suivante  : 


2.71.82.81.82.84.5  9 

1648 

171 

26x6 

1582 

324x4 

28681 

3288x8 

2377 

Les  quatre  premiers  chiffres  sont  1648,  et  comme  il  reste  trois 
chiffres  à  trouver,  nous  avons  : 

a  =  1648000; 
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d'autre  part,  le  reste  2377  est  égal  à 


2718281  —  1648; 

donc  la  différence  N  —  a^  s'obtient  en  plaçant  à  la  suite  de  2377 
les  chiffres  da  nombre  N  qui  n'ont  pas  été  utilisés  dans  cette 
opération. 

On  a  donc  N  —  a^  =  2377828459. 

Nous  divisons  maintenant  ce  nombre  par  2a  ou  3296000: 


2377828459 
7062845 
4708459 
1412459 


3296000 


721 


Le  quotient  est  ^  =  721,  et  le  reste 
r=  1412459. 
On  a  visiblement  r>  q'^,   donc  6  =  721,  et  la  racine  de  N  à 

10« 


1 

une  unité  près  est  1648721,  par  suite  la  racine  de  e  à  —  près 


par  défaut  est  1,648721. 

45.  Calculer  à  une  unité  près  la  racine  carrée  du  nombre 
1432925248. 

La  racine  a  cinq  chiffres  ;  les  trois  premiers  sont  378.  On  a 
a  =  37800,       N  —  a^  =  4085248. 

En  divisant  N  —  a^  par  2a  on  a  pour  quotient  54  et  pour  reste 
2848. 

Or  2848  <54^  donc  6  =  54  — 1  =53,  et  la  racine  cherchée 
est  37853. 

46.  Calculer  la  racine  carrée  de  41  à  Tr^P^^^- 

La  racine  a  dix  chiffres,  et  comme  le  premier  est  6,  on  calcu- 
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era  les  cinq  premiers  par  la  méthode  ordinaire  ;  on  trouve 
64031. 

Les  cinq  derniers  sont  donnés  par  la  division  de  N  —  a^ 
par  2a. 

On  a 

N  —  a^  =  31039  X  10'^,       2a  =  128062  X  10  •  ; 

le  quotient  est  24237  et  le  reste  61306x10'. 
On  en  conclut  que  la  racine  est 

6,403124237. 

47.  Calculer  la  racine  carrée  Je  tz  à  77.— près. 

lO'' 

La  racine  a  dix  chiffres,  mais  comme  le  premier  est  1 ,  on  cal 
culera  les  six  premiers  par  le  procédé  ordinaire,   et  les  quatre 
suivants  par  une  division. 

On  trouve  1,772453850. 

48.  Vérifier  les  résultais  suivants  : 

v/6  =  2,44948974278... 

v/7  =  2,64575131106... 

V/ÎÔ==  3,10227700016... 

V/5Ô  =  7,07100781 186... 

v/723  =  26,888059319498 

\/2ÏÏ\  =  40,270941205037 

49.  Sur  la  tangente  en  un  point  A  d'un  cercle  de  centre  0  on 
prend  dans  le  même  sens  les  longueurs  AB,  BC  respectivement 

11  2 

égales  aux  —-  et  aux  ..   du  rayon;  puis  on  prend  à  partir  de 

A,  sur  le  rai/on  AO  et  du  coté  du  rentre,  Al)  =  C)B;  enfin,  on 
mène  par  I)  la  parallèle  DF  à  OC,  qui  rencontre  la  tangente 
'•n  A  au  point  F. 
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Montrer  que  la  longueur  AF  est  une  valeur  approchée  par 
défaut  de  la  longueur  dé  la  circonférence,  l'erreur  étant  plus 
petite  que  le  millionième  du  diamètre. 

On  trouve  aisément 

AF  =  2R.  ^^^^  =  2R.3,1415919d... 


CHAPITRE  II 

APPROXIMATIONS   NUMÉRIQUES 
METHODE   DE  GUYOU(*) 


Nous  nous  proposons  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

50.  Soient  a,  b,  c,...  des  nombres  conimensiirables  ou  incom- 
mensurables, connus  avec  autant  d' approximation  que  Von  veut, 
et  soit  x=^  f{a,b,  c,...') 

le  résultat  d'une  ou  de  plusieurs  opérations  arithmétiques  (addi- 
tion, soustraction,  multiplication,  division,  extraction  de  racine 
carrée)  effectuées  sur  les  nombres  a,  b,  c,... 

On  demande  de  calculer  le  nombre  x  avec  une  approximation 
donnée  à   l'avance,  par  défaut  ou  par  excès,  par  exemple,  à 

dz        près,  n  désignant  un  nombre  compris  entre  1  et  \0,  pas 

nécessairement  entier,  et  a  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou 
nul. 

Pour  calculer  le  n()inl)rc  x,  nous  remplaçons  d'abord  a,  b,  c,... 
par   des    valeurs    approchées    plus    simples,    a-f-Aa,    b-h^b, 
H  Ac,...  et  nous  calculons  le  nombre 

x,  =  a;  H-  Aar  =  f(a  H-  Aa,  6  -h  A/>,  c  H-  Ar, . . .), 

qui  est  une  valeur  approchée  de  x,  Terreur  commise  étant 
X,  — X  ou  Ax. 


(•)  \(mvcllcs  annales  <lc  mathnnallfjucs,  1880,  p.  Km 
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On  peut  écrire 

^x  =  f(a-h^a,  b-hàb,c-h^c,...)  —  f(a,b,c,...), 

ou,   en  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis,  étendue 
aux  fonctions  de  plusieurs  variables, 

^x  =  ^afXa-\-(i^a,  b-i-0^b,  c-f-OAc,...) 
-+-^bfl,(a-hbAa,  /;  + 6A6,  c -h  6Ac,...) 
-}~Lcf',{ar^%ÙLa,  b-+-Q\b,  c-f-ôAc,...) 

G  étant  compris  entre  Oet  1,  ou  plus  simplement 
W^x=Aaf;,(a',b',c',...)-}-Abf',(a',b',c\...) 

a'  étant  compris  entre  a  et  a  +  Aa,  b'  entre  b  et  b -h-  Aô,  etc.  (*) 


(*)  Pour  les  lecteurs  qui  ne  connaissent  pas  la  formule  des  accroissements 
finis,  on  peut  établir  directement  l'égalité  (1)  dans  les  trois  cas  particuliers 
suivants  : 

f(a,b)=ab,  /•(«,  6)  =  |,  f(a)  =  sf7i. 

Ce  seront  d'ailleurs  les  seuls  cas  qui  seront  envisagés  dans  les  applications, 
lo  f(a,  b)  =  ab.  Nous  avons  f^  =  6,  /"^  =  a  ;  la  formule  à  établir  est  donc 
(a)  Ax=zb'Aa-i-a'Ab. 

Or,  on  a 

Ax  =  (a-h  Aa)(b  -+-  Ab)  —  ab  ==  bAa  +  aAb  -h  AaAb, 

ou  àx=lb^^Ab\Aa+la-h^Aa\Ab, 

et,  en  posant  a  -\--Aa  =  a',  6  4-  -|  A6  =  b',  on  obtient  la  formule  (a). 
2o  f(a,  b)  =  -.  On  a  /-^  =  i,  U  =  —  ~,  et  il  faut  démontrer  l'égalité  ' 


(P)  Ax  =  ^,Aa-^Ab 

b  b^ 

Nous  avons 

Ax  = 


1    ,  a' 

b  b  " 

a  -4-  Art       rt       &Aa  —  aA6 


b-^Ab       b         b(b-hAb) 
On  peut  supposer  que  Ab  est  assez  petit  pour  que  b  et  b -\-  Ab  soient  de 
môme  signe  ;  alors  la  moyenne  géométrique  des  deux  nombres  b  et  6  -h  A6 
est  un  nombre  compris  entre  &  et  6  -+-  Ab,  qu'on  peut  représenter  par  b  -+-  6A6 
(0<0<1).  Ona6(6H-A6)  =  (6  4-eA6)2,  et 

A^^  ^  (fe  +  6A6)Art  —  (rt  -t-  QAa)Ab 
(b  -t-  0A6)2 
Posons  rt  H-  GArt  =  rt',  6  +  GA6  =  b',  nous  obtenons  la  formule  (p). 
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Telle  est  l'expression  de  Terreur  commise  en  prenant  Xi  pour 
valeur  de  x. 


51.  D'autre  part,  en  calculant  Xi,  on  est  conduit  en  général  à 
un  nombre  incommensurable  ou  à  un  nombre  commensurable 
dont  il  est  inutile  de  conserver  toutes  les  décimales. 

Si  l'on  conserve  seulement  les  a  premières  décimales  du  nombre 
Xi,  en  augmentant  la  a^  d'une  unité  dans  le  cas  où  la  (a  +  iy 
est  supérieure  ou  égale  à  5,  on  obtient  un  nombre  X2  qui  diffère  de 


x,,  en  plus  ou  en  moins,  d'une  quantité  inférieure  à  —  •  — —  (*)• 


Uéneurea-^      ' 

i  1 


On  a  donc  {x^  —  X2\  <  ^ 

Mais  on  peut  écrire 

X  —  X2  =  (x  —  Xx)  -h  {Xi  —  0^2), 
et  \x  —  a;2|<l]ic  —  a^i  |  ^- |a:i  —  Xal, 

ou  \x  —  X.2\<\\x\-\--'j-- 


:]o  f{a)  =  \la-  On  a  f^  =  —_,  cl  tout  revient  à  monlrer  que 

.  Aa 

2va 

Or  Sx  =  \Ja  -h  A«  —  v^a  =  — -  —  • 

\Jft  -h  Art  H-  \Jn 

I.a  moyenne  arithméliqiie  m  des  nombres  v^^  et  \ln-\-  \a  étant  comprise 
(  nire  ces  deux  nombres,  le  carré  de  m  est  compris  entre  a  et  a  4-  \n  ;  on 
peut  donc  écrire  m  =  ^,  a  étant  compris  entre  a  et  a  4-  Aa,  et  par  suite 

.  Art 

A.r  =  —pr-' 

{*)  Supposons  par  exemple  (|u'on  ait  ./i  =  i,8720')0.  dardons  seulement  les 
deux  premières  décimales,  en  n'augmentant  pas  la  (Iciixirinc.  piiis(|ii('  la 
troisième  est  égale  à  2  ;  nous  aurons  x^  =  4,87,  et 

rj  -  X2  =  i),mm  <  0,005  <  I .  ^^2- 

l'n  n<»ns  rnainl»  nanl  les  Irois  pn-mières  décimales,  en  augmentant  la  troi- 
sième dune  unité,  puiscpie  la  (jualriôme  est  ti  ;  nous  aurons  .ra  =  i,H7.'J,  et 

X2  -  xi  =  0,000341  <  0,0005  <\'~r.' 

%    10'  • 
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Déterminons  alors  Aa,  A*,  Ac,...  de  manière  que  l'on  ait 

i\  1      1    1 


onaura  1^  — a;2l<  {  ^— 2  /  lo-  '    2     10' 

ou  k  —  ^2l<lQ,-' 

et  ceci  montre  que  X2  sera  une  valeur  approchée  de  x,  à 

52.  On  en  conclut  la  méthode   suivante  pour  calculer  x  à 

moins  de  — —  par  excès  ou  par  défaut. 
10=' 

1°  On  cherche  à  déterminer  ^a,  ^b,  ^c,...  de  façon  que  Ton  ait 

ou,  en  remplaçant  ^x  par  sa  valeur  (1), 
lAa/X«',^',^'v.)+W^G-)  +  ^^y^c(-.)+-'-l<("--|)^- 

Cette  inégalité  sera  résolue  si  l'on  a 

1 

"^"^       1 

1 


(2)  \^bfl(a\b',c',.,.)\< 


"-^       1 


10' 


p  désignant  le  nombre  des  quantités  a,b,  c,... 

Nous  ne  connaissons  pas  a',b',c',...  ;  nous  savons  seulement 
que  a'  est  compris  entre  a  et  a  -h  Aa,  b'  entre  6  et  6  -h  A6,  etc. 
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Néanmoins,  il  est  facile  de  résoudre  rapidement  et  à  vue  les 
inégalités (2)  par  rapport  à  Aa,  A6,  Ac,... 

Pour  cela,  nous  choisissons  deux  nombres  «i,  «2  («i  <  «2J  assez 
écartés  pour  être  certain  qu'ils  comprennent  a  et  a-f-Aa,  puis 
deux  nombres  61,  b-i  (bi<ib-^  comprenant  b  et  6-f-A6,...  et 
nous  remplaçons  a'  soit  par  «i,  soit  par  a^,  b'  soit  par  61,  soit  par 
6-2,...,  de  manière  à  forcer  les  quantités 

\f'la',b',c',...)\,        \fl{a',b',c', ...)[,... 

Nous  pouvons  alors  résoudre  les  inégalités  (2)  par  rapport  à  |Aa|, 
|A6|,  A|c|,... 

Ayant  ainsi  déterminé  Aa,  on  pourra  vérifier  que  a  et  a-f- Aa 
sont  compris  entre  a^  et  a^.  Si  cela  n'avait  pas  lieu,  il  faudrait 
recommencer  le  calcul  en  prenant  pour  a^  et  «2  des  limites  plus 
écartées. 

Tout  ceci  s'éclaircira  par  les  exemples  qui  vont  suivre. 

2°  Il  existe  alors  une  infinité  de  valeurs  de  Aa,  A6,  Ac,...  véri- 
fiant les  inégalités  (2).  On  choisira  celles  pour  lesquelles  les 
nombres  a  -h  Aa,  b  -\-  A^,  c  H-  Ac,...  ont  le  plus  petit  nombre  de 
décimales. 

Par  exemple,  supposons  qu'on  ait 

0  =  4,5028975, 
et  que  la  première  inégalité  ait  donné 

|Aa|<  0,003. 

NouN  prendrons 

a  -}-  Aa  =  4,56, 

cela  revient  à  supposer 

Aa  =  — 0,002875, 

rt  celte  quantité  est  bien  moinrlre  que  (),0():i  en  valeur  al)solue. 
Conservons  la  même  valeur  de  a,  et  supposons  qu'on  ait  trouvé 

1  Aa  |<  0,0002  ; 

AlIlKHT  KT  Pai'Ki.iki».  Kx,  Ciilc.  inim.  3 
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nous  choisirons 

aH-Aa  =  4,563, 

cela  revient  à  prendre 

Aa  =  H- 0,0001025. 

3"  Ayant  choisi  les  nombres  a  H-  Aa,  b-\-  A6,  c  -\-  Ac, . . .  nous 
calculerons  le  nombre  a:,,  défini  par  l'égalité 

x^  =  f(a-^^a,         h^Lb,         c  +  Ac,...); 

nous  conserverons  seulement  les  a  premières  décimales  du  résul- 
tat obtenu,  en  augmentant  la  a*'  d'une  unité  si  la  (a-f-i)®  déci- 
male est  supérieure  ou  égale  à  5. 

Nous  aurons  ainsi  un  nombre  a^g,  qui  sera  une  valeur  appro- 
chée de  X,  à  moins  de  — — ,  par  excès  ou  par  défaut. 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  différents  exemples. 
Nous  considérerons  d'abord  des  formules  simples ^  c'est-à-dire 
des  formules  dont  la  valeur  peut  s'obtenir  par  une  seule  opération 

arithmétique  ;  ainsi  les  formules  ab,  —,  /a  sont  des  formules 
simples. 

Mais  a^  par  exemple  n'est  pas  une  formule  simple,  car  le 
résultat  ne  peut  être  obtenu  que  par  deux  multiplications. 

Nous  étudierons  ensuite  les  formules  complexes,  c'est-à-dire 
des  formules  dont  la  valeur  ne  peut  être  obtenue  que  par  une 
série  d'opérations  arithmétiques  successives  dont  la  dernière  a 
pour  résultat  le  nombre  demandé. 


Formules  simples. 

53.   Calculer  à  dz  0,003  6  près  la  valeur  du  produit 

67,2577.36x4,593719. 
Posons  a  =  67,257736,        6  =  4,593719, 

et  oc  =  ab. 
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On  peut  remarquer  que  0,0036  peut  s'écrire  ^-  ;  c'est  bien  de 

la  forme  —,  où  n  =  3,0,  a  =  3. 

En  appliquant  la  formule  (1)  du  n"  50,  on  a 

^x  =  b'^a-\-a'^b, 

et  conformément  à  la  méthode  indiquée  (52),  il  faut  déterminer 
Aa  et  A6  de  façon  que  l'on  ait 

OU  |6'Aa-+-a'A6|<  0,0031. 

Pour  cela,  nous  résolvons  les  inégalités 

,,,,    ,  ^0,0031          ,    ,,;, ^0,0031 
1  ^^«  I  <      2      '        '  ^^^  '  <  "^ 

Il  faut  forcer  les  premiers  membres  et  on  peut  diminuer  les 
seconds  pour  les  simplifier. 

Remplaçons  b'  et  a'  par  les  valeurs  par  excès  5  et  68,  nous 
obtenons 

5  I  Aa  |<  0,001  55,         68  |  A6 1  <  0,001  55, 

,  ,    ,  ^0,00155  ,  .  .  ,  ^0,00155 

ou  |Aal<-^-^^ ,  |A6|<    ^  ^^      , 

nii  cnfm         |Aal<0,000  3,  |  A6|  <  0,00002. 

Nous  prendrons  alors,  pour  valeurs  approchées  de  a  et  de  b, 

a-4-Aa  =  67,258, 
6 -f-A6  =  4,5937, 

(1   (|ui  revient  à  supposer 

^a  =  0,00026i,         A6  =  —  0,000019, 

et  ces  nombres  vérifient  bien  les  inégalités  précédentes. 
Calculons  maint<Mi.nit  le  nonibic  a:,  défini  |)ar  l'égalité 

xi  =  (a  ^-  Aa)(/j  -I  Ib)  =  07,258  x  4,5037  ; 
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nous  obtenons 

0^1  =  308,9630740; 

nous  conservons   seulement  les  trois  premières  décimales,   et 
nous  avons  ^2  =  308,963, 

qui  est  une  valeur  de  x  approchée  à  moins  de  0,0036  par  excès 
ou  par  défaut. 


54.  Calculer  à  d=  0,045 7  près  le  quotient 


a 
x  =  — y 

7: 

en  posant 

a  =  3,5984327. 

Nous  avons  ici 

1   .          «'a 

et  nous  avons  à  résoudre  Tinégalité 


1      1 


ou 


Ao^K  0,0457- 2     ^^r 
<  0,0407. 


1      .  «       A 

A  Aa ;r  Att 


Pour  cela,  nous  considérons  les  deux  inégalités 


Aa 


0,0407 

< 7^ ^ 


T.^^<      2 


0,0407. 


nous  forçons  les  premiers  membres  en  remplaçant  7:'  par  la 
valeur  par  défaut  3  et  a'  par  la  valeur  par  excès  4. 
Ceci  nous  donne 


Aa 


0,0407 
2 


Att 


< 


0,0407 


ou 


Aal<0,06,         lA7rl<0,04. 


Nous  pouvons  prendre  alors 

a_i-Aa  =  3,6,        ^  + Att  =  3,14, 
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et  nous  calculons  le  quotient 

a  +  Ag 3,6 

en  prenant  seulement  trois  décimales.  Nous  obtenons  1,146; 
comme  la  troisième  est  supérieure  à  5,  nous  augmentons  la 
deuxième  d'une  unité  et  nous  avons  la  valeur  cherchée 

X2=  1,15. 

55.   Calculer  à  moins  de  0,007  par  excès  ou  par  défaut  la 
racine  carrée  du  nombre 

a=  10,572895. 
Posons  x  =  \/a, 

nous  avons  Aa;  :=  — ^^  Aa, 

2\/a' 

et  il  nous  faut  résoudre  Tinéffalité 


'1  <  0,007 -i.^ 


2\/a' 
Remplaçons  a'  par  la  valeur  par  défaut  9,  nous  avons 

14?-1<0,0065, 

0 

ou  |Art|<(),().SlJ. 

Nous  prenons  alors 

a  -\-^a=--  10,57, 
nous  calculons 

avec  rpiatrc  décimales,  ce  (|ui  donne  ii,25l  1,  et  nous  supprimons 
In  dcrnioro. 

La  valeur  cherchée  est  3,251 
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Formules  complexes. 

56.  La  méthode,  indiquée  par  Guyoïi,  consiste  à  substituer  à 
toute  formule  complexe  une  succession  de  formules  simples. 
Soit,  par  exemple,  à  calculer 


lah 


à±^.P^ès. 

Nous  calculons  d'abord  le  produit 

p  =  ab, 

p 
puis  le  quotient  ^  =  ~^ 

et  enfin  la  racine  carrée         x  =  \Jq\ 

nous  avons  ainsi  trois  formules  simples. 

Seulement  il  importe  de  déterminer  avec  quelle  approximation 
il  faut  calculer  successivement  a,  6,/),  c,  ç,  pour  obtenir  x  avec 
l'approximation  demandée. 

Pour  avoir  x  à  moins  de^^Près,  nous  partons  de  l'égalité 


et  nous  déterminons  Ag  de  façon  que  Ton  ait 

1 


l£ 


2slq' 


^-2 

< 


10* 

Nous  remplaçons  q'  par  une  valeur  approchée  par  défaut,  afin  . 

de  forcer  le  premier  membre  ;  nous  pouvons  diminuer  le  second  ; 

membre  pour  simplifier,  et  nous  obtenons  une  condition  de  la  ^^ 
forme 
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Ceci  nous  montre  qu'on  doit  calculer  q  k  ±  — ~-  près. 
Pour  cela  nous  avons  la  formule 

et  nous  déterminons  ^p  et  Ac  de  façon  que 


^-2'^c 


< 


n,  — 


10'. 


ou 


i£ 


Tli  — 


^  2  .  10"'  ' 


^c 


< 


2  .  10«' 


Nous  y  remplaçons  c'  par  une  valeur  approchée  par  défaut  et 
p'  par  une  valeur  approchée  par  excès,  et  nous  déduisons  de  là 
des  inégalités  de  la  forme 

ce  qui  nous  indique  les  approximations  avec  lesquelles  on  doit 
calculer  p  et  c. 

Nous  avons  enfin       A/)  =  b'^a  -+-  a'^b, 

et  pour  calculer  p  à  moins  de  -~-y  nous  devons  prendre  Aa  et  A6 
vérifiant  l'inégalité 


\b'^a-{-a'^b\  < 


ou 


Nous  substituons  à  b'  et  a'  des  valeurs  approchées  par  excès, 
et  nous  obtenons  les  conditions 


|A«l<i^.  \^bl<^^ 
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Cela  posé,  nous  calculons  le  produit  (a  -4-  ^aXb  +  A6),  Aa,  ^b 
vérifiant  ces  dernières  inégalités,  et  comme  ce  produit  doit  être 
obtenu  à  moins  de  -^V'  nous  conservons  seulement  les  7.,  premières 
décimales,  augmentant  la  dernière  d'une  unité,  si  la  (y.2  +  0'  est 
égale  ou  supérieure  à  5. 

Nous  avons  ainsi  la  valeur  approchée  de  p.  Nous  la  divisons 

par  la  valeur  approchée  de  c  à  moins  de  j^^  ;  nous  conservons 

seulement  les  7.,  premières  décimales  du  quotient,  augmentant 
la  dernière  d'une  unité  si  la  (a^-f-iy  est  égale  ou  supérieure  à 

5,  puisque  q  doit  êlre  calcule  a  ^J^T,  P^^^' 

Il  ne  reste  plus  enfin  qu'à  calculer  la  racine  carrée  de  la  valeur 
approchée  de  g  à  di--  près. 

Tous  ces  calculs  doivent  être  faits  avec  beaucoup  d'ordre. 
M.  Guyou  propose  la  règle  très  simple  et  très  pratique,  énoncée 
ci-après,  que  nous  allons  appliquer  à  l'exemple  suivant. 

57.   Calculer  àdz  0,0037 /)ré5  le  nombre  x  dé  fini  par  la  formule 

_     /Ô,278592x  3,654786 
^~  Y  ÏT,74826 

La  règle  se  divise  en  six  parties  : 

1°  Remplacer  par  des  lettres  dans  l'expression  donnée  les 
nombres  auxquels  on  substituera  des  valeurs  approchées  plus 
simples. 

lâb 

Nous  écrirons  ici  ^  "^  V  "c" 

2"  Préparer  un  tableau  en  quatre  colonnes  ayant  respecti- 
vement pour  titres: 

I,  —  Opérations  à  effectuer. 
II.  _  Résultats  approchés  par  excès  ou  par  défaut. 
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III.  —  Approximations  nécessaires. 

IV.  —  Résultats  définitifs. 

Ce  tableau  se  trouve  à  la  fin  de  renoncé  de  la  règle. 

3"  Indiquer  dans  la  colonne  I  les  opérations  à  effectuer 
successivement,  en  désignant  par  de  nouvelles  lettres  les  résul- 
tats de  ces  opérations,  et  en  ayant  soin,  lorsque,  dans  une  de 
ces  opérations,  on  aura  à  utiliser  un  des  nombres  qui  ont  été 
désignés  au  début  par  des  lettres,  de  placer  la  lettre  qui  dési- 
gne ce  nombre  avant  l'opération  elle-même. 

Ainsi,  dans  l'exemple  considéré,  la  première  opération  à  effec- 
tuer est  le  produit  ab:  on  le  désigne  parjo  et  on  inscrit  avant/) 
les  lettres  a  et  6  qui  figurent  dans  ce  produit;  on  aura  ensuite 

à  calculer  le  quotient  q  =  -  ',  ayant  à  utiliser  le  nombre  c  dans 

cette  opération,  on  inscrira  cette  lettre  avant  l'opération.  On 
indiquera  enfin  la  dernière  opération  à  efFectuer  x^\/q;  de 
cette  manière,  tous  les  nombres  dont  il  y  aura  lieu  de  déterminer 
l'approximation  sont  inscrits  dans  la  colonne  I,  et  dans  Tordre 
même  dans  lequel  on  aura  à  les  employer. 

4"  Dans  la  colonne  II,  on  inscrira  des  valeurs  grossièrement 
approchées  par  défaut  et  par  excès  des  nombres  mentionnés 
dans  la  colonne  I. 

Devant  a  nous  mettrons  0,2  et  0,3  ;  devant  b,  3  et  4  ;  devant 
p,  0,2  X  3  =  0,0  et  0,3  x  4  =  1 ,2  ;  devant  c,  1 1  et  1 2  ;  pour  avoir 

une  valeur  de  ^    par  défaut,  nous  prendrons/?  par  défaut,  c  par 

^  n   p 

excès,   ce  qui  donne  — '—  ou  0,0"),   et  comme  valeur  par  excès 
1 2 

I  2 

nous  aurons  — ~,  qui  est  inférieure  à  0,11. 

I I 

5"  Inscrire  sur  la  dernière  ligne  de  la  colonne  \\\,  en  regard 
de  X,  l'approximation  demandée  ;  déterminer  ensuite  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut  l'approximation  nécessaire  aux  élé- 
ments de  la  dernière  opération,  l'inscrire  en  regard  de  ces 


^x\  = 


42  CALCULS    ARITHMÉTIQUES 

éléments,  et  continuer  en  remontant  jusqu'à  ce  que  la  colonne 
soit  remplie. 

Nous  écrirons  en  regard  de  a?  l'approximation  demandée  0,0037. 
Nous  avons  ensuite 

Isjq' 

nous  remplaçons  ^ q'  par  la  valeur  approchée  par  défaut  0,2 
inscrite  dans  la  colonne  II,  et  nous  avons 

LA5LI<  0,0032,         ou         lAgK  0,00128; 
0,4 

nous  plaçons  0,00128  dans  la  colonne  III  devant  la  lettre  q. 
Nous  en  déduisons 


<0,0037-|-^; 


1 


i  A;.  -  ^,  Ac  I  <  0,001 28 --|.^  =  0,00078, 
0,00078 


-Ap 


< 


~1      ' 


n'  ,    I    ^  0,00078 

^  Ac    < 


Remplaçons  c'  par  sa  valeur  approchée  par  défaut,  11,  inscrite 
dans  la  colonne  II,  etjo'  par  sa  valeur  par  excès  1 ,2,  nous  obtenons 
1  Ajo  1<  0,00429,  |Ac|<  0,039, 

€t  dans  la  colonne  111  nous  plaçons  0,00429  en  face  de  p  et  0,039 
€n  face  de  c. 

Enfin,  nous  avons 

1  Ap  1  =  I  6'Aa  +  a'Aè  1  <  0,00429  -  1  .  ^  =  0,00379, 
,^,^    ,  ^0,00379  ,.w,,^  0,00379. 

nous  remplaçons  h'  et  a'  par  les  valeurs  approchées  par  excès  4 
€t  0,3,  et  nous  obtenons 

|Aal<  0,00047,  1  A6  1<  0,0063, 

-  puis  nous  plaçons  dans  la  colonne  III  0,00047  devant  a  et  0,0063 
devant  h. 


APPROXIMATIONS    NUMÉRIQUES  43 

6°  On  écrira  immédiatement^  dans  la  colonne  IV,  les  valeurs 
des  nombres  qui  ont  été  désignés  au  début  par  des  lettres^  avec 
l'approximation  indiquée  en  regard,  et  l'on  effectuera  les  opé- 
rations indiquées  dans  la  colonne  I  en  poussant  les  calculs 
jusqu'aux  unités  de  l'ordre  du  premier  chiffre  significatif  à 
gauche  de  l'approximation  inscrite  dans  la  colonne  III,  et  en 
forçant  ou  en  conservant  le  dernier  chiffre,  suivant  que  le 
premier  chiffre  supprimé  est  supérieur  ou  égal  à  5,  ou  qu'il 
est  plus  petit  que  5. 

Ainsi,  devant  a  nous  plaçons  0,279,  caria  différence  0,279  —  a 
est  égale  à  0,000408,  et  est  plus  petife  que  0,00047. 

Devant  b  nous  plaçons  3,65,  car 

b  -  3,65  =  0,004786  <  0,0063. 

Nous  faisons  le  produit 

0,279x3,65  =  1,01835, 

nous  gardons  seulement  les  trois  premières  décimales,  et  nous 
plaçons  1,018  dans  la  colonne  IV,  en  regard  de  q. 

Devant  c  nous  écrivons  11,74,  puis  nous  divisons  1,018  par 
11,74,  en  calculant  seulement  les  quatre  premières  décimales; 
nous  trouvons  0,0867.  Comme  la  dernière  est  supérieure  à  5, 
nous  forçons  la  troisième  décimale  d'une  unité,  et  nous  inscri- 
vons 0,087  en  regard  de  q  dans  la  colonne  IV. 

Il  n'y  a  plus  enfin  qu'à  extraire  la  racine  carrée  de  0,087  avec 
quatre  décimales.  Nous  obtenons  0,2949,  nous  supprimons  le 
dernier  9  et  nous  augmentons  le  4  d'une  unité. 

La  valeur  cherchée  de  x  est  alors  0,295  ;  elle  se  place  en 
regard  de  x  dans  la  colonne  IV. 

Nous  avons  ainsi  le  tableau  suivant  : 
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OPÉRATIONS 
à 

EFFECTUER 

II 
RÉSULTATS 

APPROCHÉS 

par  défaut,    par  excès. 

m 

APPROXIMA- 
TIONS 

NÉCESSAIRES 

IV 
RÉSULTATS 

DÉFINITIFS 

a 

h 

p  =^  ab 
c 

C 

x  =  [/q 

0,2                0,3 
3                   4 
0,6               1,2 
11                 12 

0,05             0,11 
0,2               0,4 

0,00047 
0,0063 
0,00429 
0,039 

0,00128 
0,0037 

0,279 
3,65 
1,018 
11,74 

0,087 
0,295 

58.   Calculer  à  près  par  défaut  ou  par  excès  le  nombre 


(École  Navale^  1893.) 
Nous  formerons  le  tableau  suivant  : 


I 

II 

III 

IV 

OPÉRATIONS 

à 

RESULTATS 

APPROCHÉS 

APPROXIMA- 
TIONS 

RÉSULTATS 

EFFECTUER 

par  défaut,   par  excès. 

NÉCESSAIRES 

DEFINITIFS 

a  =  \/3 

1                 2 

0,0008 

1,732 

A  =  3x 

*    3                 6 

0,003 

5,196 

r 

3                4 

0,001 

3/141 

B^4- 

12               16 

0,006 

12,564 

^-^ 

0,18            0,5 

0,0006 

0,4136 

s=i-l\ 

0,5             0,82 

0,0007 

0,5864 

x  =  \/s 

0,7              1 

0,001 

0,766 
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Yoici  le  détail  du  calcul  des  approximations  : 


\ù.x\  = 

^s 


2/^ 


1,4| 


<0,00l— 0,0005, 
<  0,0005,         |A5l<  0,0007. 


ls  =  —  ^R,         I  AR  |<  0,0007  _  1 .  -^-  <  0,0006, 

A    lu* 


AR1  = 


^AA-|,AB 


<  0,0006  —  ^■~  =  0,00055, 

â      lu 


AA 
B' 


< 


0,0005 


A' 

|r.AB 


< 


0,0005 


AA|      0,0005  6|AB|       0,0005 

12    ^       2      '  144    ^       2      ' 


AA1<  0,003,  |AB1<  0,006, 

1  J_ 

2  ■  10»' 

1       1 


l'AB  1  =  1  4At:  I  <  0,006  -  -^  .  -;-,  I  Au  |<  0,001 

I  AA  1  =  I  3Aa  |<  0,003  —  i  •  y~'  I  Aa  |<  0,0008. 

La  valeur  cherchée  est  0,766. 


59.  Calculer  à  —-  de  seconde  près  la  durée  de  Voscillalion 

d'un  pendule  de  300'"  avec 

g  =.  9,8094  (unités  :  mcire  et  seconde). 

(École  Navale,  1900.) 


On  a  la  formule 


V  [/       V  / 


;^oo 

/7 


On  formera  aisément  le  tahleau  suivant,  en  remarquant  que 


,    ,     ,         ,  300 

(Ir  la  formule  a  =     -  j  on  tire 

9 


,a  =  -^^^. 
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I 

II 

III 

IV 

OPÉRATIONS 

à 

RÉSULTATS 

APPROCHÉS 

APPROXIMA- 
TIONS 

RÉSULTATS 

EFFECTUE H 

par  défaut,   par  excès. 

NÉCESSAIRES 

DEFINITIFS 

9 

9                10 

0,0043 

9,84   • 

g 

30                34 

0,0055 

30,584 

6  =  v/« 

5                 6 

0,0006 

5,530 

t: 

3                 4 

0,0004 

3,1416 

t  =  r.b 

45               24 

0,04 

47,37 

La  valeur  cherchée  est  17,37. 


4 

■  60.   Calculer  à  -7^:777:  près  les  racines  de  Véquation 
4  000 

a;*  +  7ra;2  — 7,6  =  0. 

(École  Naimle,  4895.) 

Cette  équation  a  deux  racines  réelles  opposées  ;  nous  calcule- 
rons la  positive  qui  a  pour  valeur 


--\/-f+\/ï^'''' 


et  nous  écrirons 


x  =  \l  —  a-^sjh"^^  7,6, 


en  posant  a  =  b  =  -^- 


Nous  représentons  —  par  deux  lettres  distinctes,  parce  que  -^ 

figure  dans  la  formule  à  deux  places  différentes,  et  que  dans  ces 
deux  positions  l'approximation  n'est  pas  forcément  la  même. 


APPROXIMATIONS    NUMÉRIQUES 


47 


I 

II 

III 

IV 

OPÉRATIONS 
à 

RÉSULTATS 

APPROCHÉS 

APPROXIMA- 
TIONS 

RÉSULTATS 

EFFECTUER 

par  défaut,    par  excès. 

NÉCESSAIRES 

DEFINITIFS 

^  =  f 

1,5                 1,6 

0,00045 

4,5708 

c  =  6H-7,6 

9              14 

0,001 

40,067 

d  =  \/^ 

3                3,5 

0,00025 

3,473 

1,5                1,6 

0,00025 

4,574 

f=d—a 

1,4                2 

0,001 

4,602 

x  =  ^7 

1,1                1,5 

0,004 

1,266 

La  racine  positive  de  Fcquation  est,  à  près,  1,266. 

61.   Calculer  à  yVxP^^^  ^^  cosinus  de  Vangle  B  cVun  triangle 
ABC  rectangle  en  A,  dont  les  calés  h  et  c  ont  pour  longueurs 
6  =  415,6543,         c  =  17,4326. 

(École  Navale,  1889.) 
On  trouve  cos  B  =  0,15. 


62.   Calculer  à -près  la  tangente  de  18",  en  remarquant 

([ue  le  sinus  de  cet  arc  est  la  moitié  du  côté  du  décagone  régu- 
lier inscrit. 

(École  Navale,  1892.) 

Réponse:  tg  18"  =  0,325. 


63.  Calculer  ^  à  0,0001  près. 

(École  Navale,  1005.) 


On  trouve 


5,6982. 
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64.  Calculer   ttVS    à -—près. 
On  trouve  53,70. 


65.  Calculer  à  --—  près 
lUU 


14,178923.^/83,015 
"^^  3,21789 

On  trouve  a?  =  40,15. 


66.  Calculer  à  ±0,02  près 

^  ^  (0,1170271  + 1,431  15y   O 
V/2v/3  4- 5,01264 

On  trouve  a;  =1,11. 

1 

67.  Calculer  à  -— —  près 

1  000  ^ 

v/7  — 2 

v/3+r 

(École  des  Mines  de  Saint- Etienne^  1908.) 
On  trouve  0,236. 

68.  Calculer  à  — —  près  par  défaut  les  valeurs  absolues  a  et        ] 
P  des  racines  de  l'équation 

ainsi  que  la  somme  a*  H-  ^^. 

(École  Navale,  1911.) 


(*)  GuYou,  loc.  cit. 
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On  trouve 

a=l,61,  p  =  0,92,  a*-+-p^  =  7,52. 


1 

69.   Calculer  à  tt^P^^s  p(^^  défaut  la  valeur  numérique  de 

la  fonction 

y  =  2v/2a;3  _  15x^  +  ^\/Zx  H-  28, 

quand  on  donne  à  x  la  plus  grande  des  xmleurs  qui  annulent 
la  dérivée  de  la  fonction. 

{École  Navale,  1908.) 

On  trouve  15  —  6v/6  =  0,30, 

à  -— -  près  par  défaut. 


70.  Calculer  avec  la  plus  grande  approximation  possible 
V  expression 

\/a  —  ^b 
V/a-4-v/6 

dans  laquelle  on  remplace  a  et  b  par  les  valeurs  approchées  à 
0,01  près  par  défaut  des  nombres 


a  =  ^4±4,         b 


v/3  — v/2'  "         v/'3-4-v/2 

(École  Navale,  1909.) 
On  a  d'abord 

a  =  10,024,  6  =  0,729 

a  0,003  par  défaut,  et  on  en  déduit  avec  trois  ehifTrcs  exacts 

^*^^  =  0,r,73. 
\/a-\-\/b 

Aiueut  kt  Paphurh,  Ex.  CjjIc.  miin.  & 
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71.  Soit  une  progression  géométrique  dont  le  premier  terme 
est  v/Ï3  —  (v/2  -h  l)  et  dont  la  raison  est 


\/7-v/l3 

On  demande  de  calculer  à  j^  près  par  défaut  : 

1°  la  somme  des  trois  premiers  termes  ; 

2°  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  termes  quand 
le  nombre  des  termes  devient  infini. 

(École  Navale,  1907.) 

On  trouve:  1°     2,18;         2<^     2,60. 

72.   La   diagonale  d'un   carre  a  pour  expression  -  .-^  ■.-■> 

l'unité  étant  le  mètre  ;  calculer  sa  surface  à  1  décimètre  carré 

près  par  défaut. 

^      ^  (Ecole  Navale,  1906.) 

On  trouve  1354  décimètres  carrés. 


DEUXIÈME  PARTIE 
CALCULS  LOGARITHMIQUES 


CHAPITRE  III 

EXPRESSIONS 
ALGÉBRIQUES   ET   EXPONENTIELLES 


73.  Dans  les  deux  chapitres  précédents,  nous  avons  montré 
comment  on  peut  calculer  le  résultat  de  plusieurs  opérations 
(addition,  soustraction,  multiplication,  division,  extraction  de 
racine  carrée)  avec  une  approximation  donnée  à  l'avance,  choi- 
sie d'ailleurs  arbitrairement. 

Le  plus  souvent,  le  calcul  peut  être  fait  plus  rapidement  en 
utilisant  les  tables  de  logarithmes  ;  seulement,  dans  ce  cas, 
l'approximation  du  résultat  n'est  plus  arbitraire  ;  elle  ne  peut 
dépasser  certaines  limites,  Suivant  la  nature  des  tables  employées. 

Dans  tout  ce  qui  suivra,  nous  utiliserons  seulement  les  tables 
de  lof^arithmes  à  cinq  décimales.  Nous  montrerons  qu'elles  ne 
permettent  pas  d'obtenir  le  résultat  de  plusieurs  opérations  avec 
plus  de  six  chiffres  exacts  ;  quelquefois  le  sixième  et  le  cinquirino 
chiffre  peuvent  être  erronés;  parfois  même,  mais  plus  rarement, 
on  ne  peut  avoir  que  trois  chiffres  exacts. 
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74.  On  sait  que  le  logarithme  (*)  d'un  nombre  N  se  compose 
de  deux  parties  :  la  partie  décimale,  ou  mantisse,  qui  est  toujours 
positive,  et  la  partie  entière,  ou  caraclérislique,  qui  peut  être 
positive,  négative  ou  nulle. 

Si  le  nombre  N  est  plus  grand  que  1 ,  le  logarithme  de  N  est 
positif,  la  caractéristique  est  positive  ou  nulle  ;  elle  est  égale  à 
n  —  1 ,  n  étant  le  nombre  de  chiffres  de  la  partie  entière  de  N. 
Si  N  est  plus  petit  que  1,  log  N  est  négatif,  la  caractéristique  est 
négative  ;  sa  valeur  absolue  est  égale  au  nombre  de  zéros  placés 
à  gauche  du  premier  chiffre  significatif  de  N,  en  comptant  le 
zéro  placé  à  gauche  de  la  virgule. 

Si  Ton  multiplie  le  nombre  N  par  une  puissance  entière,  positive 
ou  négative,  de  10,  la  mantisse  de  log  N  ne  change  pas;  seule, 
la  caractéristique  est  modifiée. 

Ainsi,  les  logarithmes  des  nombres  0,0045739,  0,45739,  4,5739, 
47539,...  ont  la  même  mantisse  ;  les  caractéristiques  sont  respec- 
tivement —  3,  —  1 ,  0,  4, . . . 

Par  suite,  dans  le  calcul  d'une  mantisse,  on  peut  toujours  sup- 
poser que  le  nombre  a  quatre  chiffres  à  sa  partie  entière. 

Les  tables  à  cinq  décimales  donnent  les  mantisses  de  tous  les 
nombres  entiers  compris  entre  1000  et  10000,  c'est-à-dire  des 
nombres  entiers  de  quatre  chiffres.  Si  un  nombre  entier  a  moins 
de  quatre  chiffres,  on  peut  le  multiplier  par  une  puissance  de  10, 
de  façon  que  le  produit  soit  compris  entre  1000  et  10000. 

On  a  donc  par  une  simple  lecture  les  logarithmes  des  nombres 
entiers  de  quatre  chiffres. 

• 

75.  Soit  maintenant  à  calculer  le  logarithme  d'un  nombre 
décimal  A  H- a,  composé  d'une  partie  entière  de  quatre  chiffres 
A,  et  d'une  partie  décimale  a,  comprise  entre  0  et  1. 

La  table  nous  donne  log  A  et  log  (A  H- 1).  Pour  calculer 
log  (A  H-  a),  on  admet  que  lorsque  le  nombre  varie  de  A  à  A  -h  1 , 


(*)  Il  s'agit  bien  entendu  du  logarithme  vulgaire,  à  base  10.  De  plus,  quand 
nous  parlons  du  logarithme  d'un  nombre,  ce  nombre  est  supposé  positif,  car 
les  nombres  négatifs  n'ont  pas  de  logarithmes. 
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l'accroissement  du  logarithme  est  proportionnel  à  l'accroissement 
du  nombre.  Quand  le  nombre  A  augmente  d'une  unité,  son  loga- 
rithme augmente  de  la  quantité 

A  =  log(A-f-l)  — log  A, 

qui  est  appelée  la  différence  tabulaire  ;  si  le  nombre  A  augmente 
de  a,  son  logarithme  augmentera  de  aA. 

On  prendra  donc  comme  valeur  approchée  de  log  (A-f-a)  la 
quantité  log  A-l-aA.  L'erreur  commise  est  alors 

e  =  log  (A -h  a)  —  log  A  —  aA. 

i 

On  démontre  que  cette  erreur  est  inférieure  à— —  (*)• 

Mais  les  valeurs  de  log  A  et  de  log  (A  +  1),  données  par  les 
tables,  ne  sont  pas  exactes  ;  elles  sont  approchées  à  une  demi- 
unité  près  du  cinquième  ordre  décimal.  On  a  en  effet  augmenté 
la  cinquième  décimale  de  chaque  mantisse  d'une  unité  lorsque 
la  sixième  était  égale  ou  supérieure  à  5.  Par  suite,  à  l'erreur  e 
peuvent  s'ajouter  celles  qui  proviennent  de  l'inexactitude  de 
log  A  et  de  A,  et  parfois  l'erreur  totale  peut  altérer  la  cinquième 
décimale  de  log  (A  -h  a). 


76.  Considérons  maintenant  le  problème  inverse,  qui  consiste 
à  calculer  un  nombre  connaissant  son  logarithme,  mais  en  sup- 
posant que  ce  logarithme  ne  figure  pas  dans  la  table. 

Ce  logarithme  est  alors  compris  entre  les  logarithmes  de  deux 
nombres  entiers  consécutifs  A  et  A -f- 1,  et  si  nous  désignons  par 
A-i-a  le  nombre  cherché,  nous  calculons  a  en  appliquant  la 
même  règle  de  proportionnalité  que  plus  haut,  c'est-à-dire  en. 
prenant  pour  valeur  approchée  de  a  la  quantité 

log  (A -f- g)  —  log  A 
A 


(*)  i.    Tannery.   —   Leçons    d'ah/èhrc    et   (l'audijiae    à   l'usage   dcx    t'Iève/t    ilt 
mntUnnntûjHcs  ftpénalex,  (ome  II,  p.  'Uri  ((;;uilhier-Villars,  édilcurs). 


54  CALCULS    LOGARITHMIQUES 

L'erreui"  commise  est  alors 


_    __  log  (A  +  g)  —  log  A 

A 


On  démontre  que  cette  erreur  est  inférieure  à  -j-^- 

Mais  à  cette  erreur  peuvent  encore  s'ajouter  celles  qui  provien- 
nent de  l'inexactitude  de  A  et  de  log  A,  et  dans  le  cas  où  A  est 
assez  petit,  c'est-à-dire,  lorsque  A  est  voisin  de  10000,  la  somme 

I 
de  ces  erreurs  peut  être  voisine  de  — (*)• 

Il  en  résulte  que  cette  méthode  de  calcul  donne  en  général  a  avec 
deux  chiffres  exacts  au  plus,  et  par  suite  A -h  a  avec  six  chiffres 
exacts  au  plus. 

D'autre  part,  lorsqu'on  ajoute  plusieurs  logarithmes  ainsi  cal- 
culés pour  obtenir  le  logarithme  d'un  produit,  les  erreurs  com- 
mises sur  ces  logarithmes  peuvent  s'ajouter  si  elles  sont  de  même 
signe  ;  puis,  en  combinant  le  logarithme  obtenu  avec  d'autres 
logarithmes  calculés  d'une  manière  analogue,  l'erreur  peut  être 
supérieure  à  plusieurs  unités  du  cinquième  ordre  décimal.  Et  si 
cette  erreur  est  supérieure  à  la  différence  tabulaire,  on  ne  pourra 
compter  que  sur  l'exactitude  de's  trois  premiers  chiffres  du  résultat.^ 

77.  Mais  à  côté  de  ces  inconvénients  trop  réels,  l'emploi  des 
logarithmes  a  d'incontestables  avantages.  D'abord,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  le  résultat  s'obtient  plus  rapidement;  ensuite, 
il  y  a  un  grand  nombre  de  calculs  qui  ne  peuvent  être  faits  qu'au 
moyen  des  logarithmes,  par  exemple,  le  calcul  d'un  radical  à 
indice  élevé,  celui  de  la  puissance  fractionnaire  d'un  nombre, 
*  puis  le  calcul  des  expressions  trigonométriques,  la  résolution  des 
équations  trigonométriques,  la  résolution  des  triangles,  etc. 

Nous  allons  donner  de  nombreux  exemples  de  calculs  logarith- 
miques. Dans  la  plupart  des  tables  on  indique  avec  détails  les 
moyens  pratiques  de  calculer  le  logarithme  d'un  nombre  donné   ^ 


(*)  .1.  Tannery,  loc.  cit.,  p. 
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qui  a  plus  de  quatre  chiffres  significatifs,  et  inversement  de  cal- 
culer un  nombre,  connaissant  son  logarithme,  dans  le  cas  où  la 
mantisse  de  celui-ci  ne  figure  pas  dans  la  table  :  on  utihse  en 
général  les  tables  des  parties  proportionnelles. 

Dans  tout  calcul  logarithmique,  il  faut  disposer  les  calculs 
avec  ordre  et  clarté  ;  il  faut  s'habituer  à  ne  pas  faire  de  brouillon. 

Dans  chaque  exemple,  il  est  bon  d'examiner  à  l'avance  dans 
quel  ordre  devront  se  faire  les  difi'érentes  opérations  nécessaires 
pour  obtenir  le  résultat  demandé  :  calcul  de  logarithmes,  calcul 
de  nombres  dont  on  connaît  les  logarithmes,  opérations  sur  ces 
logarithmes  ou  sur  ces  nombres,  etc.,  et  ce  n'est  que  lorsque 
cet  ordre  est  bien  arrêté  que  l'on  commence  le  calcul. 

Comme  premiers  exemples  nous  allons  retrouver  au  moyen  des 
logarithmes  quelques-uns  des  résultais  obtenus  dans  les  chapitres 
précédents. 

78.  Considérons  d'abord  l'exercice  1  où  il  s'agit  de  calculer  le 
produit  ttA,  où 

71  =  3,1415926...,         A  =  56,2857642... 

Nous  avons  log  (ttA)  =  log  t:  H-  log  A . 

Calculons  log  tz  et  log  A  ;  nous  disposons  les  opérations  de  la 
façon  suivante  : 


Calcul  de  log  -, 
3441              49707 

-44 

Calcul  de 
5628 

log  A. 

A  =  8 
75035 

5 

7 

5 

4 

9 

1,2()  . 

7 
log  A  =  1 

0,.56 

log7:  = 

=  0,49745 

75o;o 

On  remarque  que  les  décimales  de  -  qui  suivent  9  et  celles  do 
A  qui  suivent  7  n'out  aucune  influence  sur  la  cinquième  décimale 
<lc  log  7î  et  de  log  A  ;  il  est  donc  iuutile  de  pousser  plus  loiu  la 
JMéthode  des  parties  proportionnelles. 

Nous  ne  conservons  que  les  cinq  premières  décimales  de  chaque 
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logarithme,  en  augmentant  la  cinquième  d'une  unité  si  la  sixième 
est  supérieure  ou  égale  à  5. 


Nous  avons  alors 


et,  en  additionnant, 


log  71  =  0,49715 

log  A  =1,75040 

log(7TA)  =  2,24755 

48 

7 

5 

2 

7rA=  176,828. 


A  =  25 


1768     (*) 

2 

8 


On  en  déduit 

Si  on  calcule  ttA  par  la  méthode  de  la  multipUcation  abrégée 

1 

à— près,  on  reconnaît  que  la  deuxième  décimale  est  égale  à  2, 

et  que  la  troisième  est  égale  à  6. 

Le  calcul  par  les  logarithmes  nous  a  donné  cinq  chiffres  exacts 
et  le  sixième  à  2  unités  près. 


79.  Calculons  maintenant  (ex.  5)  le  produit  AB,  où 
A  =  368,57,         B  =  0,543218763... 


Calcul  de  log  A. 


3685 


A  =  42 


56644 


log  A  =  2,56652 


log  A  =  2,56652 

log  B  =1,73497 

log  (AE)  =  2,30149 

3 
2,2 


AB 


0,8 
200,214. 


Calcul  de  log  B. 


5432 


8 


73496 
0,8 
0,64 


log  B  =  4,73497 


5^ 


2002 


(*)  Ceci  veut  dire  que  1768  est  le  nombre  dont  le  logarithme  a  pour  man- 
tisse 24748;  il  est  inutile  d'écrire  les  trois  premiers  chilires  "2,  4,  7,  qui  sont 
communs  aux  mantisses  de  log  (irA)  et  de  log  1 768,  puisqu'il  suffit  de  calculer 
la  différence  de  ces  mantisses. 
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80.  Calcul  de  ti^  (ex.  6). 

log  71  =  0,49715 
log  7î2  =  2  log  7c  =  0,99430  A  =  5 

27        9869 
3  6 

7i2  =  9,8696. 

81.  On  trouvera  par  un  calcul  analogue,  pour  le  produit  de 
Texercice  7,  1^29385,  et  pour  celui  de  l'exercice  8,    0,00H409. 

A 

82.  Soit  à  calculer  le  quotient --{ex.  9)  où 

B 

A  =  5,52314897...,  B  ==  72,8425... 

On  trouve  aisément 

log  A  =  0,74219,  log  B  =  1 ,86239, 

et  l'on  a  log-- =  log  A  — log  B. 

On  calcule  —  log  B  ou  colog  B  par  la  règle  bien  connue,  et  on 

écrit 

log  A  =  0,74219 

—  log  B  =  2,13761  A  =  6 


log  4  =  2,87980 

^                78         7 

582 

2 

1,8 

3 

0,2 

3 

A  ^0,0758233. 
B 

83.  Calcul  Je  -(ex.  11). 

TT 

log-  =  — log7:  =  T,50285 

4 

3183 

i 

08 

-  =  0,318308. 

A  =13 
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84.  Calcul  de--rz(<à\.  13). 
b4o 


On  a 


logg^  =  log7r  — log048. 


Le  cologarithme  de  648  ou  —  log  648  se  calcule  immédiatement 
en  lisant  dans  la  table  le  logarithme  de  648,  qu'il  est  inutile 
d'écrire. 


logTr  =  0,49715 

log  648  =  3,18842 

6 


A=:9 


71 

648 


1 

0,9 

=  0,00484811. 


85.  Soit  à  calculer  l'expression  —  (ex.  39),  où 

a  =  0,758432...,       b  =  4,251789...,       c  =  12,842197... 
Nous  avons     log —  =  log  a -}- log  6  —  log  c. 
On  dispose  le  calcul  de  la  façon  suivante  : 


Calcul  de  log  a. 

A  = 
7584             87990 
3                   1,8 

=  6 

Calcul  de  log  b. 

L 

4251              62849 
78                 7,8 

2                 0,12 

log  6  =  0,62857 

log  a  =  1,87992 

A  =  10 


EXPRESSIONS    ALGÉBRIQUES    ET    EXPONENTIELLES 


59 


Calcul  de  loge. 

A  =  33 

Calcul  de  — • 
e 

1284             10857 
2                   6,6 
1                 0,33 

log  a  =  1,87992 

log  6  =  0,62857 

—  loge  =  2,89136 

loge  =  1,10864 

log^  =  î',  39985 
c 

^  =  0,2511 
e 

Résu 

iltat. 

^  =  0 

,2511. 

S6.  On  obtiendra  de  même  (ex.  40) 


<(ex.  41) 

en  utilisant  les  formules 


el/2 

^f!  =  0,123983, 


log  —  =  2  log  e  —  log  TT, 
log  ^  =  log  e  -^  -  log  2  —  3  log  z. 


87.   C(//rj 


•h/  (/<?  i  / — (ex.  lu)  où 
a  =  0,278592,  b  =  3,0:34786,  c  =  M, 74820. 

On  a  log  U—-  =-\oQ~  =  -  (log  a  -H  log  ^  —  log  c). 

Calcul  de  log  6. 


Calcul  de  log  a. 

A  -=  15 

2785  44483 

9                 13,5 
2 M 

log  a  z^  1^44497 


A  =  12 

31)54  5()277 

7  8,4 

8  0,96 


log  6  =  0,56286 
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■^ 

Calcul  de  i/^^- 

loga  =  4,44497 

log  6  =  0,56286 

Calcul  de  log  c. 

A  =  37 

1474               06967 

—  loge  =  2,93002 
log  ^  =  2,93785 

8                  29,6 

0 

2                  0,74 
6                0,222 

logi/^^  =  4,46893 

loge  =  4,06998 

79 
14 

13,5 

0,5 

i/^^  =  0,294393 

Rési 

iltat. 

v/?= 

0,294393. 

15 


2943 


88.  Calculer      x  =  \/  ^ —^      (ex.  58). 

Nous  calculerons  d'abord  '^j—  au  moyen  des  logarithmes  ;  nous 


en  déduirons  1 


3/3 

471 


y  et  nous  extrairons  la  racine  carrée  de 


cette  différence. 

Nous  utiliserons  la  valeur  de  log  tt  qui  a  été  calculée  au  n°  78. 
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Calcul  de 


3v/3 


A  =  i4 


log  3  =  0,47712 
log\/3^  0,23856 

—  log  4  =  4,39794 

—  logn  =  1,50285 

log  ?V{?  =  1,61647 

^'-  37      4134 

10  9 

?^  =  0,41349 

Ai: 

4  _V3^  0,58651 

4;: 


5865 


Calcul  de  x. 

76827 
0,7 


A  =  7 


log  a;2  =  1,768280  A  =  5 

log  a?  =  r,  8841 4 

2      7658 

2  4 

a?  =  0,76584 


Résultat. 


^ 


i_^v/5^  0,76584. 

4:: 


89.  Calculer  Vexpression  x  =  —j= (ex.  66)  où  Von  a 

\/2v/3  +  c' 

fl-t  0,11702,  6  =  1,43115,  •€  =  5,01204. 

Nous  avons   log  x  =  2  log  (arc  -\-h^  —  -^  log  (2v/3  -h  c). 


(*)  log  ./:  est  la  moitié  do  log  .r^  ;  pour  diviser  logr^  par  2,  on  remarque  que 
l'on  a  log  .r2  =  —  1  H-  0,70828  ; 

(.n  écrit  log  j;2  =  —  2  -h  1,70828, 

ri  on  (liviso  par  2  cliacun  des  termes  de  cette  difTércnce.  On  a  ainsi 
loir  .r  =  _  1  -+-  0,88iIV  =T,88414. 

On  opère  de  la  même  manière  pour  diviser  par  un  n()ml)re  entier  un  loga- 
rillimedtmt  la  caractéristicpie  est  néj^uitiveet  n'est  pas  divisible  par  ce  nombre. 

Ain';!  pour  diviser  par  .'J        lop  A  =  :J,8V7.T), 

o-x  écril  log  A  ^^  5  -f-  2,847.'Vi, 

i',,ii  a  ).  log  A  =  T H-  (>,:»00i7  =  T,:i6947. 
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Nous  calculerons  d'abord  «tt,   puis  ai:-\^b  'et  log  (aiz  -t-  b)  ; 
ensuite,  nous  calculerons  2\^,  puis  2/3 -f-  c  et  enfin  log  (2/3  +  c). 


Calcul  de  log  a. 

dl70  06819 

2  7,4 

log  a  =:  1,06826 


A  =  37 


Calcul  de  ar, 

log  a  =  1,06826 
log  71  =  0,49715 

r  (a:T)  =  1,56541 
38 


11 


3676 


a;i  =  0,36763 
6  =  1,43115 

^  6  =  1,79878 


Calcul  de  log  (ar,  -f-  6). 

1798      25479 
,  7       16,8 
8  .      1,92 

log  (a;:  H- 6)  = 
21og(«:;  +  6)  = 

=  0,25498 
=  0,50996 

24 


Calcul  de  2  \/3- 

log  2  =  0,30103 
log  v/3  =  0,23856 

log  2/3  =  0,53959 

8      3464 

r       1 

2/3  =  3,46410 
c  =  5,01264 

2/3 -f-c  =  8,47674 


A  =  12 


Calcul  de  log  (2/3  -4-  c)- 

8476  92819 

7  3,5 

4  0,2 

•log  (2/3  -1-  c)  =  0,92823 
-i  log  (2/3 -|-c)  =  0,46411 


Calcul  de  x. 
2  log  (a;r  + 6)  =  0,50996 
-i  log  (2/3  H- c)  =  1,53589 


log  a?  =  0,04585 
71 


A  =  39 
1111 


14 
2,3 


a;  =  l, 11136 


Résultat, 
a;  =  1,11136 
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90.   Calculer  l'expression 

où  Von  pose    ' 

a  =  234,75,       6  =  34,228,       c  =  78,543,       c/=  0,28314. 
On  peut  remarquer  que 

\/a\/b  =  \/ci''^\/b\ 
on  en  déduit 

111 

log  a:  =  —  log  a  -f-  —  log  6  —  —  log  c  —  3  log  cl. 

o  1a  o 


Calcul  de  log  a. 


19 


2347 


5 


37051 
9,5 


loor  a  =  2,37061 


log  a  =  0,79020 


Calcul  (le  log  6. 


34:2 


13 


8 


53428 
40,4 


log  6  =  1,53438 


log  6  =  0,12786 


Calcul  de  log  c. 


7854 


89509 
1,8 


loge  =  1,89511 
i  loge  =  0,37902 


Calcul  de  log  d. 

2831            45194 

4                 6 

A  =  15- 

log  f/  =  1,45200 
3  log  rf  =  2,35600 

Calcul  de  x. 

i  log  a  =  0,79020 
3 

i- log  6  =  0,12786 

--i  loge  =  1,62098 
-  3  log  d  =  1,64400 

A  =  29 
1524 

2 
4 

loga;  =  2,1830i. 
298 

6 
5,8 

0,2 
.T  =  152,421 

Résultat. 
0^  =  152,421. 
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91.   Calculer  les  six  premières  puissances 


.V.  2/''  •  •  •  2/'S 


des  nombres  x  et  y  définis  par  les  formules 


^  =  \mî'      ^^Vl77^' 


On  prendra 


71  =  3,1416. 

{École  Centrale,  1918.) 


Calcul  de  log  tc. 

A  =  14 
3141            49707 
6                 8,4 

Calcul  de  x^. 

A  =  18 

log  ^3  ^0,39615 

02      2489 

log  x  =  0,49715 

13              7 

^3  =  2,4897 

Calcul  de  log  x. 

log  942  =  2,97405 

log  71  =  0,49715 

—  log  877  =  3,05700 

Calcul  de  x^. 

A  =  12 
log  x'^  =  0,52820 

15      3374 

5             4 

4  log  a?  =  0,52820 
loga?  =  0,13205 

x'^  =  3,3744 

Calcul  de  x^. 

A  =  10 
log  3^5  =^0,66025 

0      4573 

5             5 

3^5^4,5735 

Calcul  de  x. 

A  =  32 

log  ^  =  0,13205 

194      1355 

11              3 

a?  =  1,3553 

Calcul  de  x^. 

Calcul  de  x^. 

log  a?2  =  0,26410 
0:2  =  1,8370 

log  a;6  =  0,79230 

25      6198 

5              7 
5^6=6,1987 
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Calcul  de  log  y. 

log  40200  =  4,60423 
-log  877     =3,05700 
—  log  71         =1,50285 

Calcul  de  y^. 

A  =  29 
log  y*  =  1,16408 

6      1459 

2  •           1 

?/'^  =  14,591 

A  log  y         =1,16408 
log  y         =0,29102 

Calcul  de  y. 

A  =  23 
log?/ =  0,29102 

092      1954       ' 

Calcul  de  y'\ 

10              4 
l/  =  1,9544 

A  =  15 

log  y^  =  1,45510 

00      2851 

Calcul  de  y'^. 

A  =  11 
log  î/2  =  0,58204 

195      3819 

9              8 
7/2  =  3,8198 

ÏÔ              7 

r  =  28,517 

Calcul  de  y^. 

A  =  6 
log  y3  =  0,87306 

3        7465 

Calcul  de  y^ 

A  =  8 
log  7/ =  1,74612 

09      5573 

3               5 

y3  =  7,4655 

3              4 
y«  =  55,734 

Résu 

Itats. 

a?  =  1,3553, 

y=    1,9544, 

.r2  =  1,8370, 
.r3  =  2,4897, 

y2=    3,8198, 
y3=    7,'i655, 

a:'^  =  3,3744,  y'*  ^.  14,591, 

.r'  =  4,5735,  y- =  28,517, 

.7:0  =  6,1987,  y«  =  55,734. 

Al  liKHT    KT    I*AI'KI,IKII.    \']\,  Cillc.    niim. 
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92.  Calculer  les  nombres  t  et  u  tels  que 

(1,7iy  =  7:,  (0,171)"  =  ^. 

{École  Centrale,  1918.) 


t\og\,li  =  log7r 


logl,71 

log  (  =:  log  lOg  TT  —  log  lOg  1  ,  71 


Calcul  de  log  r. 
3441 


A  =  14 


49707 
8,4 


log  71  =  0,49715 


Calcul  de  t. 

log  log  7.  =  1,69649 
log  log  1,71  =  0,63264 


A  =  2C 


log  «  =  0,32913 

899      2133 


44 


«  =  2,1337 


Calcul  de  log  log 


A  =  9 


4971 


69644 
4,5 


log  log  7^  =  1,69649 


log  1,71  =  0,23300 
log  log  1,71  =  1,36736 


wlog0,171  =  — logTi 

—  logT:    _  —  log  r.  _     log  r. 

~  log  0, 171  ~  4  ^23300      0,76700 

log  u  =  log  log  t;  —  log  0 ,  76700 


Calcul  de  u. 

log  log  7r  =  T, 69649 
—  log  0,767  =  0,11520  A-T 

log  M  =  1,81169 

4      6481 


w  =  0, 64817 


Résultats. 
f  =  2,1337,  w  =  0, 64817. 
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93.   Calculer  les  valeurs  positives  de  x  et  de  y  qui  vérifient 
les  équations 

xy  =  y-,  xP  =  î/^ 

p  et  q  étant  deux  nombres  donnés  positifs,  p^  q. 

(J.  Bertrand.) 

Application  numérique  :       p  =  4,5783,       q  =  1,7598. 

Le  système  proposé  est  équivalent  au  suivant  : 

(1)     y\ogx  =  x\o^y,         (2)    p\ogx  =  q\ogy. 

X         \i 
On  peut  remplacer  l'équation  (1)  par  Téquation —  =  ^j  ou 

y       P 
par 

(3)  logî/  — logx^iog^- 

En  résolvant  alors  les  deux  équations  (2)  et  (3)  par  rapport  à 
\o^x  et  log  î/,  on  a 

qr  log  ^  p  log  ^ 

log  X  = ^,  log  y  = ^-, 

p  —  q  ""''        p-q 


log  log  X  =  log  q  -h  log  log  ^  —  log  (p  —  q), 
log  log  y  ==  log/)  +  log  log  ^  —  log  (p  —  q). 


Appli(|iions  ces  formules  au  ras  où  Ton  a 

;)  =  4,5783,         r/  =  1,7598, 
p  —  q--  2,8185. 
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Calcul  de  logp. 


A  =  9 


4578 


3 


66068 

2,7 


logp  =  0,66074 


Calcul  de  log  q. 


A  =  24 


17B9            245-27 
8 49,2 

log  g  =  0,24546 


Calcul  de  log(p  — g). 

A  =  46 

2848  44994 

5 8_ 

log(p- g)  =  0,45002 


Calcul  de  log  log  ^• 

logp  =  0,66071 
—  log  g  =  4,75454 


log  ^=.0,41 525 

q 


A  =  40 


4452  61826 

5  5 

log  log -^=r, 64834 


Calcul  de  x. 

log  (/  =  0,24546 

]oglog^  =  r,64834 

lQg(p  — g)  =  4,54998 


47 


log  log  a?  =  4,44375 

63       2592 

42  7 

A  =  23 

log  a?  =  0,25927 

42        4846 

45  7 

aj  =  4,8l67 


Calcul  de  y. 

log  p  =  0,66074 

log  log -£-  =  r,  64834 
q       _ 
log(p- g)  =  4,54998 


log  log  y  =  4,82900 
898 


A  =  7 

6745 
3 
A  =  40 


log  y  =  0,67453 
49 


y  =  4,7264 


4726 


Résultats. 

0^=1,8467,  ?/  =  4,7264. 


EXPRESSIONS    ALGÉBRIQUES    ET    EXPONENTIELLES  69 

94.   Calculer  les  valeurs  positives  de  x  et  de  y  qui  vérifient 
les  équations 

xy  =  if,       p^  =  qy, 

p  et  q  étant  deux  constantes  positives^  plus  grandes  que  1  et 

telles  que  p^  q- 

(J.  Bertrand.) 

Application  numérique  :        p  =  8,         ^  =  5. 
On  trouve 


logp  —  logq 

logp  — log^ 
En  remplaçant/)  par  8  et  y  par  5,  on  a 


puis 


et  enfin 


\ogx=^-^ — 

0,20412 

,^    ,.      0,90309x0,11128 

^^ë  y 

0,20412 

logloga; 

=  1,58100, 

loglogï/ 

=  1,69228, 

a:  =  2,i0i7, 

y  =  :\A01\ 

CHAPITRE  IV 

EXPRESSIONS    TRIGONOMÉTRIQUES 
ÉQUATIONS  TRIGONOMÉTRIQUES 


^.  Dans  les  tables  de  logarithmes  est  indiquée  la  méthode 
pratique  pour  calculer  le  logarithme  d'une  ligne  trigonométri- 
que  d  un  angle  donné,  et,  inversement,  pour  calculer  un  angle, 
quand  on  connaît  le  logarithme  d'une  de  ses  lignes  trigonomé- 
triques.  Le  procédé  est  à  peu  près  le  même  que  pour  les  nombres. 

Il  y  a  cependant  une  différence  essentielle,  c'est  lorsqu'il  s'agit 
de  calculer  le  logarithme  d'un  cosinus  ou  d'une  cotangente  ;  car, 
dans  ce  cas,  le  logarithme  varie  en  sens  contraire  de  l'angle.  On 
prend  alors  l'angle  par  excès,  de  façon  à  ajouter  au  logarithme 
les  différents  nombres  fournis  par  la  table  des  parties  propor- 
tionnelles. De  même,  pour  calculer  un  angle  connaissant  le 
logcos  ou  le  logcot,  on  prend  le  logarithme  par  excès. 

La  méthode  des  parties  proportionnelles  ne  s'applique  plus 

pour  calculer  les  log  sin  ou  les  log  tg  des  angles  inférieurs  à  3  grades 

ou  à  3  degrés.  Pour  calculer  ces  logarithmes  on  utilise  une  autre 

méthode,  exposée  dans  toutes  les  tables,  et  où  l'on  se  sert  des 

,    sina:;    .  tg£C 
logarithmes  des  rapports et 

X  X 

Enfin,  tout  ce  que  nous  avons  dit  (75)  au  sujet  des  erreurs 
qui  s'introduisent  dans  les  calculs  des  logarithmes  des  nombres 
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peut  se  répéter  pour  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques, 
et  quand  on  a  calculé  un  angle  à  la  suite  de  plusieurs  opérations 
logarithmiques,  il  peut  arriver  que  l'erreur  commise  sur  le 
résultat  soit  de  plusieurs  secondes  sexagésimales  ou  centésimales. 


96.  Etant  donné  le  logarithme  d'une  ligne  Irigonométrique 
d'un  angle,  calculer  le  logarithme  d'une  autre  ligne  Irigono- 
métrique du  même  angle. 

On  pourrait,  connaissant  le  premier  logarithme,  calculer  Tan- 
gle  et  en  déduire  le  deuxième  logarithme,  mais  il  est  préférable 
d'éviter  le  calcul  de  l'angle  et  d'opérer  de  la  façon  suivante. 

1°  Supposons  d'abord  que  les  deux  lignes  trigonométriques 
varient  dans  le  même  sens,  sinus  et  tangente,  ou  cosinus  et 
cotangente. 

Par  exemple,  soit  à  calculer  log  tg  a,  connaissant  log  sin  a. 

On  cherche  dans  la  table  de  logarithmes  les  deux  log  sin  consé- 
cutifs qui  comprennent  le  log  sin  a  donné  ;  soient  ai  et  ao  les 
angles  correspondants,  on  a 

log  sin  ai  <<  log  sin  a  <<  log  sin  a.2. 

On  lit  sur  les  mêmes  lignes  logtgai  et  logtgag,  et  l'on  a 

log  tg  ai  <  log  tg  a  <  log  tg  a.2. 

Nous  admettons  que  dans  l'intervalle  (aj,  ag)  la  variation  du 
log  sin  est  proportionnelle  à  celle  du  logtg,  ce  qui  nous  donne 


(I) 


log  tg  g  —  log  tg  ai  log  sin  g  —  log  sin  g, 

log  tg  g2  —  log  tg  âj       log  sin  g2  —  log  sin  a, 

Xous  lisons  dans  la  table  les  différences  tabulaires 

A,  =  log  sin  a2  —  log  sin  a,, 
^l  =  log  tg  g2  —  log  tg  a, 

I  nous  calculons  la  dilTérencc 

D  =  log  sin  a  —  log  sin  a,. 
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L'égalité  (1)  peut  alors  s'écrire 

log  tg  a  —  log  tg  a,  =  -^, 

ou  log  tg  a  =  log  tg  ai  H-  — -• 


97.  Exemple.  —  On  donne  \ogs\n  et  =  \, HO]  67,  caZcu/er  log  tg  a. 

Nous  utilisons  les  tables  où  les  angles  sont  mesurés  en  grades. 
*   Nous  lisons 

log  sin  7.1  =  1,801  61,        logtgai=T,91292, 
A,  =  8  A,  =  U 

et  D  =  logsina  —  logsinai  =  6. 

Par  suite, 

logtga  =  logtgai  +  ^*-^  =  T,91292  +  10,5, 

logtga=T,91303. 

On  peut  se  servir  des  tables  des  parties  proportionnelles  pour 

calculer  le  rapport  -^—  On  calcule  à  Faide  de  ces  tables  les 

6 
différents   chiffres  du   quotient  -^j  et   on  multiplie  ces  chiffres 

o 

par  14. 

On  peut  d'ailleurs  disposer  les  calculs  de  la  façon  suivante  : 

logsina  =  T,8Ô167  A^  =  8  A,  =  U 

logsin  ai  =1,80161  '  logtg  ai  =T,91292 

0,7x14  9,8 


D=  6 

5,6 


0,05x14  0,7 


0,4  logtga  =  l,9l303 
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98.  ArjTRE  EXEMPLE.  —  On  donne  log  cot  a  =  1,65037,  calculer 
logcosa. 


log  cota  =  1,65037 
logcotai  =  T,65029(*) 

0,4 


A  cot  =19  Acos=l^ 


logcosa,  =  1,61074 

0,4x15  6 

0,02x15 


0,3 


logcosa  =1,61080 


2°  Si  les  deux  lignes  trigonométriques  ne  varient  pas  dans  le 
même  sens,  sinus  et  cotangente,  sinus  et  cosinus,  tangente  et 
cosinus,...  on  prend  le  logarithme  immédiatement  supérieur  au 
logarithme  donné;  de  cette  façon,  pour  calculer  le  logarithme 
inconnu,  on  fait  des  additions  comme  dans  le  premier  cas. 


99.  Exemple.  —  On  (/onne  log tg a  =  0,06086,  ca/cu/er logcosa. 


log  tg  a  =  0,06086 


log  te 


0,0601)1 


D 


5 

3^ 

1,1 


A,  =  13  Ac  =  a 

Jogcosai  =  1,81690 

0,3x8  2,4 

0,08x8  0,64 

logcosa  =  r,81693 


100.  Al  THE  EXEMPLE.  —  On  clowic  log  cos  a  =  1,93237,  calculer 
logsina. 


logcosa  =  1,93237 
logcosa,  =  r,9323S 


D 


1 

0,8 

Ô7 


Ae  =  4  _         A,  =  12 

logsina,  =  1,71371 
0,2x12  2,4 

0,05x12  0,6 

logsina  =  ï,71374 


')  Diins  ccl  exemple  l'angle  ai  csl  plus  grand  (pie  a. 
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101.  Exemple  INVERSE.  — On  donne  log^'m  t.  =  1,71874,  calculer 

logcos  a. 

logsin  a  =  1,71374  A,  =  12  A^  =  4 

log  sin  7i  =  T,71:î83  log  cos  a,  =  T,93234 

D^  ^  0,7x4  2,8 

8,4  0,05x4 0^ 

0^  log  cos  a  =1,93237 

102.  On  donne  logsin  oL^  1,57644,  calculerlogigaellog  cos  a. 
On  trouve        log  tg  a  =1,60974,        log  cos  a  =  1,96670. 


;inQ     e   V  271       400^ 

lui.    OOtC  to  =  -— =  — 

H         11 

1°  Calculer  les  valeurs  numériques  de  chacune  des  quantités  : 
sin  oj,  sin  3w,  sin4w,  sin  5w,  sin9o). 

2°  Calculer,  en  se  servant  des  valeurs  précédentes,  l'expression 

4(sin  (o  -4-  sin  3(o  +  sin  4o)  -f-  sin  5(o  +  sin  9w)^. 

N.  B.  —  Les  calculs  seront  faits  avec  des  tables  centésimales 
à  cinq  décimales. 

(Ecole  Polytechnique,  1907.) 

On  a 

.    27r        .    4008        . 
sm  o)  1=  sin  -—  =  sm  — -—  =  sin  oD^db.ib, 
11  11 

Sin  .10)  =  sin  — 7  ^=  sin  — -  =  sin  — — —  =  sin  90^,9091 , 
11  11  11 

.     ,  .     StT  .371  .     6008  .     _    „,„„ 

sin  4(0  =  sm  —  =  sin  — -  =  sin  -— -  =  sm  548,5455, 
11  11  11 

.       „  .       IOtC  .         71  .       2008  .        .Q^.Q.Q 

sm  5to  =  sm  ——  ^=  sin  —  =  sin  -— — -  =  sm  lo8^iyiy^ 
11  11  11 

.187:  .     47r  .     8008  ..  „..,  «07'^ 

Sin  9(0  =  sin  -—  =  —  sin  -—  =  —  sin  — — -  =  —  sin  12^,1216. 
11  11  11 
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Calcul  de  sin  to. 

36,36  1,73-287 

3  3,3 

6  0,66 

logsin  cu  =  1,73-291 

88      5406 

3  4 

sin  0)  =  0,54064 


H 


Calcul  de  sin  3oi. 

lo- sin  3^^  =  1,99556 
5 

1 

sin  3:.)  =  0,98982 


A  =  4 


9898 


Calcul  de  sin  9: 


72,72 


0,09 


Ca.lcul  de  sin  4w. 

54,54  l",  87835 

5  2,5 

5  0,25 

log  sin  4cu  =  1,87838 

^      7557 

3  5 

^in4oj  =  0,75575 


A  =  D 


Calcul  de  sin  5oi. 

48,18  r, 44979 

1  2,4 


;iî»:w.,=  l,44'983 
79 

^in  or., -T  0,28173 
Hno)  =  0,5i064, 


log  1  sin  9w  1  =  1,95886 

û  =  ^ 

5 

9096 

1 

2 

sin  9w  =  — 0,90962  =  1, 

09038 

Calcul  de  S. 

S  =  sinojH-sin3ajH-sin4w 

+  sin5o)  +  sin9oj. 

sin  w  =  0, 54064- 

sin  3w  =  0,98982 

sin  4(0  =  0,75575 

sin  5co  =  0,28173 

sin  9^  =  1^09038 

8  =  1,65832 

Calcul  de  los  S. 


A  =  27 


1658 


21958 
8,1 


A  =  24 

A  =  15 

2817 


Résultats, 
sin  3"^)  =  0,98982; 


log  S  =  0,21967 


Calcul  de  4S2. 

2IogS  =  0,i3934 
log  4  =  0,60206 

log  482  =  1,04140 
482^^11 


sin  4o>  =  0,75575, 
sin  5w  -'.  0,28173,  sin  %>  =■.  —  0,!)0962. 

4(sin  to  -f-  sin  3oi  -h  sin  4  ■>  4-  sin  5a>  -h  sin  9w)2  ^  H. 
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104.  Calculer: 

1°  tous   les  angles  x,  compris  entre  zéro  et  douze  angles 
droits,  qui  vérifient  l'équation 

2 

(1)  sinx  =  — ; 

2"  les  valeurs  correspondantes  du   nombre  y  défini  par  la 

.      X 
formule  V  =^ 


(École  Centrale,  1912.) 

l**  Calculons    d'abord   en  grades   l'angle    aigu   a    qui  vérifie 
l'équation  (1). 

log  2  =  0,30103 

—  log  3  =  1,52288 
A  ^  8 


logsina  =  1,82391 

86      46,45 


4,8  6 

0,2  3 

a  =  46,4563, 

en  prenant  le  grade  pour  unité. 

Tous  les  angles  qui  vérifient  la  relation  (1)  sont  définis  par 
les  expressions 

(2)  400A;  +  a,         400A:-f-200  — a, 

A;  désignant  un  nombre  entier,  positif,  négatif  ou  nul. 

Nous  aurons  les  angles  compris  entre  zéro  et  douze  angles 
droits  en  donnant  à  k  les  valeurs  0,  1,  2  dans  les  expressions  (2). 

Nous  obtenons  ainsi  les  six  angles  suivants  : 

aîi  =  a  =  46,4563,  x,  =  200  —  a  =  153,5437, 

X2  =  400  -h  a  =  446,4563,       x,  =  QOO  —  a  =  553,5^37, 
x,  =  SOO-hoL  =  846,4563,       Xe  =  1  000  —  a  =  953,5437. 
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OC 

2°  Les  valeurs  de  —  sont  alors 
|  =  |  =  13,48o4,  |  =  20^_g,,g,2, 

f  =  ^-^-^  =  148,8188,       ^  =  f^^  =  184,3»4C, 
^^800+^^282,1521,       |  =  lHOO-irJÎ^  317,8479. 

Or,  on  a 

3  "^  3  ~  3  "^       3        ~        ' 

X,  ^  X,  _  400  -+-  a  ^  200  —  a  _  „  ... 

3"^3-~~3        "^         3"     --^^' 
^_i_^«  —  HOO-ha    ■    1000  — g  _  p.. 

3  "^  3  ~        3       "^        3         ~         ' 

par  suite, 

X;;  .        Xi  .       Xi  .        iC-)  .       Xr  .       X'\ 

sm  — =  sin— ,  sm— =  sin-r^,  sin  — =  sin— • 

•  »  o  or)  o  o 

Il  existe  donc  seulement  trois  valeurs  de  y  : 

X{  .      X->  .     X'x 

sin  -  sin  --  sin  — 

yi  = 7->       y-i  =  — y>       ^3  =  — '--=' 

4-/8  4  — v/8  4-/8 

On  en  conclut  que  ;/i  et  1/2  sont  positifs  et  1/3  négatif. 

Pour  calculer  log  î/.2,  on  remplace  ^^  par  son  supplément  et  on 
écrit 

sin  ^'=:sinol, 1812; 


pour   calculer   loglyal,    on    remplace  — '  par—'  —  200,  et  l'on  a 

sinf  =  — sin  82,1  n2i. 

Remarquons  enfin  que  Ton  a 

4  —  \/8  =  2/2 (v/2  -  1  )  =  2/2  tg  2:)«. 
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Calcul  de  log(4-v/8). 

Cale 

ul  de  y 2- 

A  =  G 

log  2  =  0,30103 
f  log  2  =  0,15052 

5 

1,18          1,85739 
1                   0,6 
2                 0,12 

log  (g  25  =  1,61722 

log 
-log  (4 

sin^  =  1,85740 

o 

-v/8)  =  1,93123 

log  (4— \/8)  =  0,06877 

A  =  7 

■ 

log?/2=ï,T8863 

59 

4 

?/2  =  0,61466 

Calcul  de  y^. 
15,48          1,33^160 

A 

=  28 

,  6146 
6 

5                 14 

4                  1,12 

log 

Calcul  de  y^. 

log  sin-^  =  1,38175 

sin| 

=  1,98270 

—  lo,^  (4  — \/8)  =  1,93123 

A  =  21 
2055 

-log( 

4  — v/8)=  1,93123 

log  lt/3 1  =  1,91393 

2 

log  ?/i  =  1,31298 
81 

A  =  o 
8202 

17 

8 

1 

2 

^1  =  0,20558^ 

^3  =  -0,82022 

Résultats. 

10            a^^  =  468,4563, 

a?2 

=  4468,4563, 

373  =  8468,4563, 

a?,  =  1538,5437, 

^5 

=  5538,5437, 

.7?g  =  9538,5437. 

^0            y,  =  0,20558, 

^2 

=  0,( 

)1466,- 

2/3  = 

—  0,82022. 

105.  Calculer^  soit  en  grades,  soit  en  degrés,  l'angle  x,  Van- 
(jle  y  et  Vangle  z,  compris  tous  les  trois  entre  zéro  et  deux 
angles  droits^  qui  vérifient  les  équations 


ces  X 


V 


31625 
325138' 


tg.V 


tgz  = 


sin2.r 


+  v/3 
v/3     '  '""       tg2.v 

(Ecole  Centrale,   1911.) 
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2 

La    seconde  équation  peut  s'écrire  tgî/  =  l-h— —  ;   pour  la 

rendre  calculable  par  logarithmes  nous  déterminerons  un  angle 
cp,  inférieur  à  un  angle  droit,  par  la  formule 


2 
1 


COS^cp 


et  nous  aurons 

Nous  n'aurons  pas  besoin  de  calculer  l'angle  cp,  car  conformé- 
ment à  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  96,  de  log  tg  cp  nous  dédui- 
rons log  cos  cp. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons 

a  =  31625,         6  =  325138, 
et  nous  aurons  les  formules 


cos 


^=i/^ 


tg^,=A,  t„^=._j. 


tg2 


sin  2x 


tg2</ 


Nous  ferons  le  calcul  successivement  en  grades  et  en  degrés. 


1.  Calcul  en  grades. 


Calcul  de  log  a. 


A  =  14 


3162 


49996 
7 


log  a  =  4,50003 


Calcul  de  log  6. 
3254 


A  -^  43 


8 


54202 
3,9 
4,04 


log  6  =  5,54207 


Calcul  de  X. 


logrt  =  4,50003 
—  log  6  =  6,48793 

3  log  cos  j?  =  2,98796 

A  =  l 
log  cos  .r  =  4 ,  66265 

76  O      69,57 

44 

9,8  7 

4,2  }) 

.T-:  60,5779 
2.r  =  439,4558 


)  Nous  prônons  iri  le  log  cos  iinnuMlialrmcnl  snpôricur  à  log  cos  .r,  c;ir  .r  el  log  ro;. 
Ml  «n  sens  conlraircs.  On  fait  do  ni«*ino  si  1  on  ii  un  log  col. 
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Calcul  de  log  tg  o  et  log  cos  z>. 

log  3  =  0,47712 

log  ^3  =  0,23856 

-  log  v/3  =  1,76144 

losf  2  =  0,30103 


2  log  tg  9  =  0,06247 


A,  =  14  Ae  =  7 


log  tg  9  =  0,03123 

0,03127       1,83329 

4  2 

log  cos  9  =  1,83331 
2  log  cos  9  =  1,66662 


Calcul  de  y. 


à  =  18 


log  tg?/  =  0,33338 

25      72,33 

13 
12,6 


0,4 


y=    72,3372 
2t/  =  144,6744 


Calcul  de  log  si n  2.r. 

2^^  =  139,1558. 
200  — 2a?  =    60,8442 

60,84         1,91206 
4  2 

2  0,1 

log  sin  2a;  =  1,94208 


A  =  : 


Calcul  de  log  1  tg2î/  j. 

-  2y  =  144,6744 
200  — 2y=  55,3256 

55,32    0,07293 
5        6,5 
6       0,78 

log  |tg2y  1  =  0,07300 


13 


Calcul  de  z. 


log  sin  2a?  =  1,91208 

—  log  |tg2î/ 1  =  1,92700 

_ ^^ 

log  |tgz  1  =  1,83908 

898      38,46 

10 
9  ( 

1 

200  — z=    38,4667 
2  =  161,5333 


15 


Résultats. 

X  =  698,5779,  y  =  72^,3372,  z  =  161g,'5333. 
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IF.  Calcul  en  degrés. 


Calcul  de  x. 


A  =  ^24 


logcosa;  =  1,66265 

70  62°  37' 


5 

4 

1 

0,8 

0,2 

^==   62»  37' 12",  5 
2a;  =  12oM4'25" 


10" 

2" 


Calcul  de  log  sin  2.t. 

2a;  =  125«  14'  25" 
180"  — 2^=    54°  45' 35" 


54°  45'  1,91203 

30"  4,5 

5"  0,75 

log  sin  2a;  =  1,91208 


A  =  9 


Calcul  de  y, 


log  tg|/=:z  0,33338 

1  65°  6' 

7 
5,5 


A  =.33 


1,5 

y=   65°    6' 13" 

2t/  =  130°12'26" 
180°  — 2v=   49°  47' 34" 


10" 

3' 


Calcul  de  log  |  tg2t/ 1. 

49° 47'  0,07285 

30"  13 

^ 1,73 

log  |tg  2^1  =  0,07300 


A  =  26 


Calcul  de  z. 

A  =  27 
log  |tgz  1  =  1,83908 

3  34°  37' 


5 
4,5 

0,5 

180°  — 2=  34°  37' 11" 

z  =  145°  22' 49" 


10' 

1" 


Résultats. 
X  =  62°  37'  12", 5,  y  =  65°  06'  13",  z  =  145°  22'  49". 

3 
106.  En  désignant  par  S,  les  — d'un  angle  droit,  calculer,  soil 

en  grades,  soit  en  degrés,  tous  les  an'jles  x  positifs  et  inférieurs 
à  quatre  angles  droits  qui  vérifient  l'équation 


tg3a.  =  {/JM^L!^. 
^  V  85664  sin3A 


(École  Centrale,  1910.) 
Aliikht  kt  I*ai'ki,ii:ii.  Kx.  Cylr.  niim.  (\ 
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Soit  cp  le  plus  petit  angle  positif  qui  a  pour  tangente  le  second 
membre  de  Téquation  donnée  ;  les  valeurs  de  x  demandées  sont 

de  la  forme  ^ — -—■,  où  Ton  donne  à  k  les  six  valeurs  0, 1 ,  2,  3,  4,  5. 

On  trouve  aisément  logtg(p=  1,84170, 
puis,  en  grades,  cp  =  38^,6464, 

et,  en  degrés,  9  =  34"  46'  53". 

Les  valeurs  de  x  sont  alors,  en  grades, 

x^=    12^,8821,  0^3=212^8821, 

x,=    79^5488,  a;,  =  279^5488, 

3^2  =  146^2155,  0^3  =  346^2155, 

et,  en  degrés, 

x^=    11°  35' 38",  a;3  =  191°35'38", 

x,=    71'>35'38",  0:4  =  251'' 35' 38", 

.T2=131°35'38",  '  0:3  =  311^35' 38".      ' 

107.    Calculer^  soii  en  grades,  soit  en  degrés,  trois  angles 
aigus  positifs,  x,  y,  z,  vérifiant  les  équations 


/42S38 
^'""-V«6864' 

cos 

45286            ,    ^        sin3x 

.V  =  ftQ/Qv'           tg2z—    .        • 

63435             °           sm3î/ 

(École  Centrale,  1909.) 

On  trouve 

en'  grades  : 

en  degrés  : 

x  =  49^,3443, 

' 

x  =  44«  24'  37", 

î/  =  49=,3850. 

1/ =  44"  26' 46", 

2  =  25^0286, 

J3=-22°28'31". 

108.  Calculer  les  arcs  compris  entre  180"  et  360°  qui  vérifient 

la  formule  

.  /o         ,v.„N        l/sin  3a 
cot  (2x  -h  45°)  =  — — • 

a^  cos^ 

a  =  0,586047,         a  =  41°  53'  12",         ^  =  243°  53'  23". 

(École  Centrale,  1903.) 
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Comme  les  angles  a,  fi  sont  donnés  en  degrés,  nous  ferons  le 
calcul  en  degrés. 
On  a  3a -=125'' 39' 36", 

|-=121«56'41",5; 

on  en  conclut  que  sin3a  est  positif  et  cos -^  négatif.  En  rempla- 
çant ces  angles  par  leurs  suppléments, 

Y  =  1 80°  —  3x  =  U""  20'  24", 
B=i80°  — 1-  =  58°03'18",5, 


nous  avons  cot  (2x  h-  45") 


\/sin 


a-*  cos  0 


Nous  déterminerons  d'abord  un  angle  cp,  compris  entre  0  et 
90",  tel  que  Ton  ait 

(1)  ..f..-  V^sinx, 


cot'^ 


a' cos  6 


Nous  aurons  alors 


et^ 


cot  (2.r  -h-  45")  =  —  cot  cp  =  cot  (—  cp), 
2x  +  45"  =  /€-180"  — cp, 


k  désignant  un  nombre  entier  arbitraire,  ou 


(2) 


x=k-  90" 


et  nous  choisirons  parmi  tous  ces  angles  ceux  qui  sont  compris 
rntre  180"  et  300". 

Le  problème  sera  donc  résolu  par  les  formules  (1)  et  (2). 


Calcul  de  log  sin  y. 

34" 20'  Ï,9097S 

20"  3 

V  0,6 

log  sin  Y  =-4,90982 


Calcul  de  log  a. 

5860  76790 

4  2,8 

7  0,49 

l(»ga  r    1,76793 
3  log  a  =  ï, 30379 
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Calcul  de  logcos  8. 


A  =  20 


58°  04'  (*) 
40" 

1" 


4,72340 
13,3 
0,33 
0,167 


logcos  5  =  1,72354 


Calcul  de  9. 
flogsinT  =  l',  95491 

-  3  loga  =  0,69621 
—  logcos  0  =  0,27646 


log 

cot 

p  =  0,92758 

89     6°  44 

31 

18,2 

10" 

45° 
45^ 

12,8 

0=   6°  44' 17" 
+  9  =  51°44'17'' 

+  '^  -  250  52'  8",5 

7" 

A  =  10 


La  formule  (2)  donne  alors 


•25°52'8",5. 


Pour  que  x  soit  compris  entre  180°  et  860°,  il  faut  donner  à  k 
les  valeurs  3  et  4.  On  obtient  ainsi  les  deux  solutions 

^  =  244°0r51",5, 
a;  =  334"07'51",5.       • 

Remarque.  —  On  pourrait  aussi  faire  le  calcul  en  grad#s  ; 
pour  cela  il  faudrait  commencer  par  exprimer  les  angles  donnés 
en  grades.  Nous  allons  en  donner  un  exemple  dans  l'exercice 
suivant. 


109.  Résoudre  l'équation 


cos 


a  -4-3?       \/c  sin  g  tg  6 


2  (/sin 


«=   75°  17' 25",  c  = -0,0975617,  \ 

6=127M5'30",  (/=      2,08615. 

{École  Centrale,  1898,  i''  session.) 


(*)  On  considère  ici  S  comme  la  différence  entre  58°  04'  et  41",5.  En  relran- 
chanl  successivement  40",  1",  0  ",5  de  08°  04',  le  logarithme  du  cosinus  augmente. 
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Calculons  les  angles  a  et  6  en  grades.  Nous  utilisons  pour  cela 
les  tables  de  transformation  qui  existent  dans  la  plupart  des 
tables  de  logarithmes.  Nous  obtenons  ainsi 

75°      8.3^33333  127"      Ul^HlH 

\r         0^31481  15'  0^27778 

25"         0^,00772  .     30"  0^00926 

«  =  838,6559  6  =  141^3982. 

Nous  en  tirons  a  -}-  6  =  225^,0541 , 

et  £L+:^  =  112g,5270. 

Comme  les  angles  6  et — - — sont  obtus,  nous  les  remplaçons 
par  leurs  suppléments,  et  nous  posons,  pour  simplifier, 
p  =  200  — 6  =  58,6018, 

,^  =  200  —  ^^^  =  87,4730 

L'équation  donnée  peut  alors  s'écrire 

^a-hx      i/ — csinatffS 

COS^ ; = — --; &-J-- 

2  2a  sm  y 

Nous  déterminerons  maintenant  un  angle  aigu  cp  au  moyen  de 
la  formule 

/i\  9         v/ — csinatffS 

(1)  cos^  9  =  *^  ^^; 

2(1  sm  y 

l'équation  donnée  devient 

cos'^ — :: —  =  cos^  cp,         ou         cos — - —  =  it:coscp. 

En  prenant  le  signe  4-,  nous  avons 

a-hx 

cos  — - —  =  cos  cp> 

(2)  ^~  =  400  /c  ih  cp  =  200  .  2k  àz  9, 
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et,  en  prenant  lé  signe  — , 

cos  ~-  =  —  cos  cp  =  cos  (200  -h  cp ), 


(3) 


a-{-x 


=  400  /f  ±(200  -f-  cp)  =  200  (2  /cdt  l)db  9. 


Les  formules  (2)  et  (3)  peuvent  se  ramener  à  une  seule, 


a-\-  X 


200  X 


1  désignant  un  nombre  entier  arbitraire. 

Nous  en  tirons        x  =  400  X  dz  2cp  —  a, 
d'où  les  deux  groupes  de  solutions 


£c  =  400X-}-2cp  — a, 

400X  — (2cp-f-a). 


Tout  revient  donc  à  calculer  9  par  la  formule  (1),  puis  x  par 
les  formules  (4). 


Calcul  de  log  (  —  c). 


A  =  5 


9756 


98927  • 
0,5 
0,35 


log  (-c)  =  2,98928 


Calcul  de  log  sin  a. 


83,65  1,98552 

59  0,59 

log  sin  a  =  1,98553 


A  =  l 


Calcul  de  log  tg  p. 


A  =  l^ 


58,60  0,11879 


1,4 
1,12 


log  tgp  =  0,11882 

Calcul  de  logd. 

A3 

2086             31931 
1                   2,1 
5                 1,05 

=  21 

log  rf  =  0,31934 
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Calcul  de  o. 

ilog(_c)==  4,66309 

logsin  a  =  4,98553 

logtg  (3  =  0,44882 

—  log2=  4,69897 

—  logd  =  4,68066 

Calcul  de  logsin  y. 

—  logsin  y  =  0,00846 

A  =  2 

2  logcos  0  =  4,45553 

87,47          4,99453 

^        ■                               A  = 

30                 0,6 

logcos  9  =  1,57777 

logsin  y  =  4,99154 

87      75,30 

40 

8,5            5 

4,5              9 

?=    75,3059 

2?  =  430,6448 

a=   83,6559 

2? -h  a  =  234,2677 

2^  — a=   66,9559 

Les  solutions  de  Téquation  sont  alors,  en  grades, 

a;  =  400X-4-66,9r)r)9, 
a;  =  400  X  — 234,2677. 

On  peut  aussi  exprimer  les  résultats  en  degrés  au  moyen  des 
tables  inverses,  on  trouve 


(168 

59^ 

24' 

234« 

210°  36' 

9.r 

51' 18" 

2fr 

14' 02",  4 

50" 

16",2 

70" 

22",68 

9'' 

2",916 

7" 

2",268 

66«,9559 

60° 

15' 37" 

234«,2677 

210" 

50'  27" 

Ht  Ton  a 

comme  solutions 

a;==X.3r)0''-+-60"15'37". 
a;  =  X.360''  — 210"50'27". 
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110.  Calculer  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont 
à  l'équation 

log  sin-  X  =  (log  a^y  tga, 

a  =  146°  58' 27",  a  =  1,24056. 

(École  Centrale,  1902.) 

En  calculant  l'angle  a  en  grades,  on  obtient 
a  =  163^3046, 
et  en  désignant  par  ^  le  supplément  de  a,  on  a 
[i  =  36^,6954. 
L'équation  donnée  peut  alors  s'écrire 

log  sin^  x^=  —  (log  a^y  tg  p. 
Désignons  par  'x*  l'angle  du  premier  quadrant  défini  par  l'équation 

log  sin^  ^f  =  —  (log  a"^y  tg  p. 
L'équation  proposée  devient 

log  sin^  X  =  log  sin^  cp, 
ou  sin^  X  =  sin'^  o, 

et  a;  =  200A;±cp, 

k  désignant  un  nombre  entier  arbitraire. 
•  Nous  aurons  le  plus  petit  des  angles  positifs  répondant  à  la 

question  en  prenant  ir  =  cp. 

L'équation  qui  donne  l'angle  cp  peut  s'écrire 

—  2  log  sin  cp  =  (log  a^y  tg  p  ; 

prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  en  remarquant  que 
log  sin  cp  est  négatif,  puisque  sin  cp  est  plus  petit  que  1  ;  nous 
avons 

log  2  -\-  log  (—  log  sin  cp)  =  2  log  (3  log  a)  -h  log  %  p, 
ou 

log  ( —  log  sin  cp)  =  2  log  3  H-  2  log  (log  a)  H-  log  tg  p. —  log  2. 
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Calcul  de  o. 


log  3  =  0,47712 
2  log  3  =  0,95424 


Calcul  de  2  log(loga). 


4240 


6 


093  i2 
17,5 
2,1 


35 


log  a  =  0,09362 

Iog(log  a)  =  2,97137 

21og(loga)  =  3,94274 


Calcul  de  logtg  p. 

36,69  1,81287 

5  7,5 

4  0,6 

logtgP  =  1,81295 


A  =  15 


2  log  3  =  0,95424 

2Iog(loga)  =  3,94274 

log  tgp  =  1,81295 

—  log  2  =  1,69897 
_ ^^ 

log  (  -  log  sin  9 )  =  2 ,  40890 

75      2o63 

15  e 

—  log  sin  9  =  0,02564 
log  sin  9  =  1,97436 

<p  =  788,3400 
ou,  en  degrés, 

9  =  70»  30'  21" 


17 


Réponse. 

ar  =  78«,3400, 
a;  =  70°  30' 21" 


111.    Calculer  les  arcs  x,  compris  entre  0"  et  180",  qui  véri- 
fient Véquation 


cos^(5a5  —  2a)  = 


^m3cot|^ 


honnécs 


a=    44"    2'43",5, 
Y  =  278"  34' 1 3", r,, 


sin-*- 
5 


fi=131"17'2r)",2, 
71  =  —  (1,00917:). 


(^Emploi  des  tables  à  cinq  décimales  au  moins.  Le  résultat 
pourra  être  exprimé  en  degrés  ou  en  grades.) 

(École  Centrale,  1907.) 
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Comme  le  deuxième  membre  de  l'équation  donnée  est  négatif, 
on  calculera  d'abord  un  angle  cp  au  moyen  de  la  formule 

\Jm^  cot  \r 
COS^  CD  = 7^-^y 

sin-i 
5 

^t  on  aura 

cos  (5a;  —  2a)  =  —  cos  cp  =  cos  (180"  —  o) 
ou  5j;  —  2a  =  A;.  360°  db  (180«  —  cp) 

ou  encore  x=^k.  72'^  +  36° -h  '^'^'T^y 

0 


a;  =  A;'.  72°  —  36° -f- 
On  trouve  aisément        cp  =  52°  29'. 


2a  +  cp 


Pour  obtenir  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  180°,  il  faut 
•donner  à  k  les  valeurs  0  et  1  et  à  /c'  les  valeurs  1  et  2. 
On  obtient  ainsi  les  quatre  solutions  : 

X,  =  43°  r  17",4,  x^  =  115°  T  17",4, 

0:3  =  64°  6'  53",4,  x,=  136°  6'  53",4. 

On  peut  aussi  transformer  les  angles  donnés  en  grades  et 
faire  le  calcul  avec  la  division  centésimale. 
On  trouve  ainsi 

a  =  48^9394,  p  =  145^,8781 ,  y  =  3098,5227, 

puis  cp  =  588,3150, 

et  enfin 

0^1  =  478,9127,  0^2  =  1278,9127, 

0:3  =  718,2386,  X,  =  1518,2386. 
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112.  Calculer  les  angles  positifs  inférieurs  à  360"  qui  véri- 
fient la  formule 


cos  c 
Données  numériques  : 

a  =  72,531 ,  b  =  0,13648,  C  =  340°  27'  38",5. 

(Ecole  Centrale,  1905.) 

De  la  formule  donnée  on  déduit 

2 

sin  a;  log  a  =  —  log  b  —  log  cos  C, 


2 
et                            sin  X  =  — 

log  6  —  log  COS  C 

log  a 

On  trouve  aisément 

log  a  =  1,86053, 

log  6  =T,  13507, 

f  log  b  =  r,42338, 

o 

log  COS  C=  1,97424, 

et                                    sin  X  = 

0,55086 
1,860.53 

On  en  déduit 

log  I  sin  a;  1=^  1,47140, 

et  en  désignant  par  a  l'angle  aigu  dont  le  sinus  est  égal  à  |  sin  x  | , 

on  a  a  =  17'M3'19". 

On  a  alors  sin  0"  =  sin  ( — a), 

x  =  2/f.l80"-a,  j:  =  (2A;-+-l)180"-+-a. 

Pour  avoir  les  angles  compris  entre  0  et  360",  il  faut  prendre 
k  =  1  dans  la  première  formule  et  k  —  0  dans  la  seconde.  On  a 
les  deux  solutions 

X.  =  342°  46'  41",  X,  ==  197"  13'  19". 
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113.  Résoudre  Véqualion 

a  —  b 

c  cos  — - — 

t.3  ^L±^ 2 . 

y  2^  cos  a  cos  6  cos  — - — 

c  =  —  3,06152,        fl  =  11^  18'  53",         ^  =  165°  22'  17". 
(École  Centrale,  1898,  2^  session.) 

On  calculera  un  angle  cp,  compris  entre  0  et  90°,  et  vérifiant 
l'équation 

b  —  a 


( —  c)  cos 


tg3<p 


a-\-bV 


\JV  cos  a  cos  (180«  —  6)  cos  ^80°  —  ^^^) 


ou 


3  log  tg  cp  =  log  ( —  c)  +  log  cos  — -—  log  2  —  log  cos  a 

—  log  cos  (180«  —  6)  —  log  cos  ASO"  —  ^^±^y 

On  trouvera 

log  tg  cp  =  0,08187,  cp  =  50°  22'  07". 

L'expression  générale  des  valeurs  de  x  est  alors 

a;  =  3A:.  180°  — (3cp  +  a), 
ou  x  =  3/t\  180°  —  228°  25'  14". 

114.  Calculer  le  plus  petit  arc  positif  x  vérifiant  la  formule 

X  --  - 

cot— =  a    ^  cos^  a  sin- 48. 
4  ^ 

«  =  —  0,000653814,       a  =  98°  02' 31",       p  =  34°  51' 42". 
{Ecole  Centrale^  1899,  2^  session.) 

L'équation  proposée  peut  s'écrire 

cot  y  =  —  (—  a)"^  sin^*  (a  —  90°)  sin t(180°  —  4p). 

4 
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On  calculera  un  angle  cp,  compris  entre  0  et  90°,  et  vérifiant 
l'égalité 

cot  '-P  =  (—  a)~^  sin^  (a  —  90°)  sin^  (180°  —  4[i)  ; 
on  trouvera  9  =  73°  39'  56". 

X 

On  a  alors  cot— =  —  cot 9  =  cot ( — 9),    . 

ou  ^  =  /f.  180°  — cp, 

4 

et  x  =  i  k.  180°  — 49. 

On  aura  le  plus  petit  arc  positif  en  prenant  A;  =  l  ;  on  obtient 
ainsi  a;  =  425°  20' 16". 

115.  Calculer  l'angle  9,  compris  entre  90°  et  180°,  qui  vérifie 
l'équation 

(1  -4-  cos  9)''  —  (1  —  cos  cp)'^  _  2 
(1 -+-COS  9)3  —  (1 — cos  9)^ 

(Ecole  de  Physique  et  chimie  industrielles  de  Paris,  1911.) 
Réponse:  9  =  110°  32' 25". 

116.  Calculer  les  angles  positifs ^  inférieurs  à  180°,  qui  véri- 
fient la  formule 

—         a 
a  '  tg  - 

cos  3a: 


sin  5p 

a  =  0,0752483,         a  =  87°  31  '  25",         {i  =  64"  12'  39" 
(Ecole  Centrale,  1899,  i'"''  session.) 

On  trouve,  en  grades,  les  trois  solutions 

48«,1600,        85M733,         181«,4933. 
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117.  Calculer  les  arcs  positifs,  inférieurs  à  360",  qui  véri- 
fient la  formule 

3  2x        ^\/a  tg2  a 

cos^  —  =  — j 

5        sin  p  cot^  y 

où  a  =  0,087814,  a=   23U2' 54", 

p=131M3'46",  Y  =  125"  26' 39". 

(École  Centrale,  1901,  1''^  session.) 

On  a  une  seule  solution 

a;  =  3.32"  21 '15". 

118.  Trouver  les  angles  compris  entre  0  et  180"  satisfaisant 

à  Véquation 

4  i 

sin^a:^  =  «~*  cot=^  acos^2  p. 

«  =  15,4188,  .        a  =136"  35' 17",  ^=19"  42' 13". 

(École  Centrale,  1900,  1''"  session.) 

Soit  a'  le  supplément  de  a;  on  calculera  d'abord  l'angle  aigu 
<p  au  moyen  de  la  formule 

sin  cp  =  —  a~^  cot^  a'  cos  -  2  p, 

4 
et  on  aura  sin  —  a:  =  —  sin  cp  =  sin  ( —  cp), 

et  |ic  =  A;.360"  — cp, 

|a;  =  /t.360"  +  180"-f-cp, 


ou 


a;::^A;.270"  — ^ 


3cp_ 


a;  = /t. 270°  H- 135" -h - 

On  trouve  cp  =  3"  51'  39",  et  on  a  pour  x  une  seule  valeur  com- 
prise entre  0  et  180"  : 

a;  =137"  53' 44". 
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119.  Calculer  les  arcs  positifs^  inférieurs  à  360"^  qui  véri- 
fient la  formule 

3, 


sm(x  — 60^) 


■2  ona  9- 


a^ COS  Ja 


'4 


a  =  0,371258,        a  =  141"  37'  43",         p  =  104«  13'  28". 

(École  Centrale,  1903.) 

En  faisant  le  calcul  en  grades  on  trouve  les  deux  solutions 
X  =  77^,5944,         X  =  255S7390. 

120.  Etant  donnés  les  angles 

a  =  rjO»  29'  55",         b  =  09"  42'  1 3",        c  =  58«  00'  1 2", 

calculer    en    degrés,   minutes    et  secondes  les  angles  t^    et    x 
donnés  par  les  formules 

cosc  .  sin  a        .,         . 

tffo  = y  sin  X  =  —  cos  (t>  —  Cp). 

°  '        tg  a  cos  o  ^^ 

On  prendra  pour  '^  et  x  les  angles  dont  les  valeurs  absolues 
sont  inférieures  à  90". 

{École  Navale,  1909) 

On  trouve 

cp  =  2.3"  35' 46",         a:  =  35"  42' 57". 

121.  Calculer  la  valeur  d'un   angle   aigu,  sachant   que  sa 
tangente  est  égale  au  double  de  son  cosinus. 

(École  Navale,  1910.) 
On  trouve  51"19'5"4. 
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122.  Les  angles  aigus  a,  b,c,  d  sont  donnés  par  leurs  tangentes 

tga  =  |,         tS^  =  {^         tgc  =  v/2  +  l,  tgc/  =  v/2-1. 

Calculer  en  degrés,  minutes  et  secondes  l'angle  aigu  x  donné 
par  la  formule 

sin(2a  +  26  — (/)■ 

(Ecole  Navale,  1906.) 

Réponse:  j;  =  24«  28' 10". 

123.  Calculer  le  plus  petit  des  angles  positifs  qui  satisfont 

à  l'équation 

sj a  cos  a 
COt  X  =    *.     „    ,    Q- 
sin  5a  tg  p 

a  =  1 31«  49'  25",         p  =  36°  43'  15",        a  =  —  0,08561 7. 

(Ecole  Centrale,  1904.) 

Réponse:  a;=  114M6'34". 


124.  Calculer  les  arcs  compris  entre  90°  et  180°  qui  vérifient 
la  formule 


«  =  0,542853,  a=    72°  50' 35", 

p  -=  210°  38'  24",       Y  =  124°  17'  41". 
(Ecole  Centrale,  1901,  2"  session.) 

On  a  trois  solutions,  dont  les  valeurs  en  grade»  sont 
127^3904  1945,0571,  151^,9849, 

et,  en  degrés, 

114°  39' 05"  174°  39' 05",  136°  47' H". 


EXPRESSIONS    ET    ÉQUATIONS    TRIGONOMÉTRIQUES  97 

125.  Donner  l'expression  générale  des  angles  x  qui  satisfont 
à  l'équation 


sachant  que   ce  est  le  plus  petit  des  angles  positifs   tels    que 

cot^a^  — 0,35846, 
et  que  p -=  132°  23'21". 

(Ecole  Centrale,  1900,  2^  session.) 
On  trouve,  en  grades,         x  =  400  k  +  85^,3058. 

126.  Calculer,  au  moyen  des  tables  de  logarithmes,  les  plus 
petits  angles  positifs  a,  b,  c,  A,  B  vérifiant  les  équations 


/3r3435  ,    ;  /42382 

*ê«  =  \/5824?  '^^  =  ym2V 

cos  c  =  cos  a  cos  6,         tgA  =  -^,        tg  B  =  ^ — 

sin  b  sina 

(École  Centrale,  1919.) 

Résultats. 

a  =  42^1707,         6  =  43s6271,  c  =  58s,1944, 

A  =  o6s,6036,         B  =  58^,9364. 

127.   Rendre  calculables  par  logarithmes  les  racines  d'une 
équation  du  deuxième  degré. 

Soit  l'équation  x^  -h  px  -h  q  =  0  ; 

nous  supposons  (jirdle   a  ses  racines  réelles*,  c'est-à-dire   que 

' q  est  positif.  Ces  racines  sont  alors 


Premier  cas.  —  Supposons  q  >  0. 

On  commence  par  déterminer  un  an<;Ie  aigu  cp  vérifiant  l'égalité 

sin^cp  =  ^^,    > 

AiiiKHT  F.T  Papki.ikh.  Kx.  ();ilr.  ninn.  7 
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OU  '  _ 

(,)  si„,  =  ^, 

\p\  désignant  selon  l'usage  la  valeur  absolue  de  p 
Les  valeurs  des  racines  deviennent  alors 

—  |(l±COScp), 

ou,  en  prenant  successivement  le  signe  —  et  le  signe  H-, 

x' = — /9sin2-|^?         x"  =  — pcos^^' 

Ces  expressions  sont  calculables  par  logarithmes,  mais  on  peut 
les  simplifier. 

En  effet,  de  la  relation  (1)  on  tire 

\p\=-r-^y  OU  p  =  e-^j 

smcp  smcp 

i  étant  égal  à  ±  1  et  ayant  le  signe  de  j9. 

Remplaçons  p  par  cette  valeur  dans  les  valeurs  de  x'  et  x", 
nous  obtenons  aisément 

(2)  x'  =  -.^qtg^,  a:"  =  -ev'^cot|. 

En  résumé,  on  détermine  o  par  la  formule  (1)  et  on  calcule  x' 
et  x"  par  les  relations  (2). 

Deuxième  cas,  —  Soit  maintenant  q  <^0. 
On  détermine  un  angle  aigu  cp  par  l'égalité 


ou 
(3) 


iff 

i~.  ,-  

2v/-jr 

tgcp- 

\p\ 
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Les  racines  sont  alors 

-lOdbv^ïTIg^)      ou      -f(i±^> 

p    cos  c&  dz  1 
ou  encore  — ir 

2        cos  cp 

En  prenant  successivement  le  signe  —  et  le  signe  -f-,  on 
obtient 

sin^  ^  cos^  -| 

x'  =p y  ic"  ^  —  p • 

cos  cp  cos  cp 

D'autre  part,  de  la  formule  (3)  on  déduit 

£  étant  égal  à  ±  1  et  ayant  le  signe  de  p. 

Remplaçons/)  par  cette  valeur  dans  les  expressions  de  x'  et  x\ 
nous  obtenons 


(4)         a;'  =  ev/-?tg|,  a:'  =  -ev/-7C0t|. 

Après  avoir  calculé  cp  par  la  formule  (3),  on  calculera  x'  et  x" 
au  moyen  des  relations  (4). 

Remarque.  —  Des  relations  (2)  et  (4)  on  tire  immédiatement 
x'x"=.q. 

Comme  vérification  du  calcul,  on  calculera  x'  -\-x\  et  cette 
somme  devra  être  égale  à  — p. 

128.  Calculer  par  logarithmes  les  racines  de  Véquadon 
2r)8ix2  —  GTlSx  -f-  428  =  0. 

Nous  avons  ici 

___r,71S  _  428 

^~      258V  '^"2584* 


A 
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Comme  q  est  positif  et  p  négatif  (e  =  —  1),  nous  nous  servons 
des  formules 

^       \P\ 


x'  =  slq  tg  |,  x"  =  sjq  cot  |- 


Calcul  de  log  |  p  |. 

log  6718  =  3,82724 

-log  2584  =  4,58771 

log  |p  1  =  0,41495 


Calcul  de  log  q. 

log  428  =  2,63144 
log  2584=  4,58771 

log  g  =  1,21915 


Calcul  de  o. 

log  2  =  0,30103 
1  log  9  =  1,60957 

-  log Ip  1  =  1,58505 

logsin  cp=:  1,49565 
1 


4 
M 

<p  =  20ë,2719 
-^  =  408,1359 


A  =  21 

208,27 

1 


Calcul  de  log  tg 


10,13 

1,20542 

5 

21,5 

9 

3,87 

log  tg-|  =  1,20567 


A  = 


Calcul  de  x' 


-log  g  =  1,60957 
log  tg  1  =  1,20567 

log  a?' =  2,81524 

18      6534 

6 

5,6  ^ 

M 

0,-'  =  0,0653486 


A  = 
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Calcul  de  x" . 
llogg  =  1,60957 
logcot-|  =  0,79433 

A  =  17 
2534 

5 
3 

Répc 

06535, 

mse 

Vérification. 

a;' =  0,06535 
a?"  =  2,53453 

a;'  +  a?"  =  2,59988 

logar"  =  0,40390 
81 

9 
8,5 

0,5 
5?'' =  2,53453 

x'  =  ^, 

Calcul  de  p. 

loglp  1  =  0,41495 

81      2599 

14 

12,8          8 

4,2            8 

|p|  =  2,59988 

x"  =  2,53453. 

A  =  16 


129.   Calculer  par  logarithmes  les  racines  de  l'équation 
x^  cos  a  4-  a:  tg  p  —  sin  y  =  0, 
en  supposant 

a  =  27^7501,         p  =  15S2403,         y  =--  -iS^Oriii. 

Nous  avons  ici 

sin  Y 


cos  a 


^  = 


cos  a 


Comme  q  est  négatif  dp  positif  (s  =  -f-  1),  nous  utiliserons 
les  formules 


tgcp  = 


\p 


x'  =  v/—  q  tg  |,  x"  =  —  ^—q  cot  |, 

ou,  en  remplaçant/?  et  q  par  leurs  valeurs, 


.  2v/sin  y  cos  a 


,  /sin  Y  .     9 


^.  ^' 


/sin  Y      t  9 

V/ ^cot^. 

Y  cos  a        2 
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Calcul  de  log  cos  a. 

27,76  1,95733 

3      ^  0,9 

9  0,27 

log  cos  a  =  1,95734 


Calcul  de  log  tg  [3. 

15,24    1,38751 
03       0,9 

log  tgp  =  1,38752 


A  =  30 


Calcul  de  log  sin  y. 

58,95          1,90266 
4  2 

4 0,2 

log  sin  y  =  1,90268 


A  =  5 


Calcul  de  çp. 

log  2. 
1  log  sin  y  = 

=  0,30103 
=  ï",95134 

i  log  cos  a  = 

=  1,97867 

-logtgp  = 

=  0,61248 

l0gtg<pr 

=  0,84352 
32 

20 
19,6 

0,4 
f  =  90,9341 

1 

2 

=  45,4670 

A  =  49 
90,93 

4 


Calcul  de  log  tg  ^. 

A       13 

45,46          1,93785 
70                 9, 

1 

log  tg  1  =  1,93794 

Calcul  de  x', 

i  log  sin  y  =  1,95134 

—  4^  log  cos  a  =  0,02133 

2 

log  tg  1  =  1,93794 

log  ^'  =  1,91061 
57 

A  -^5 
8139 

4 

8 

a?' =  0,81398 

Calcul  de  x". 

i  log  sin  y  =  1,95134 

—  ^  log  cos  a  =  0,02133 

log  cot|-  =  0,06206 

A=40 
1083 

log  la;'' 1  =  0,03473 
63 

10 

25 

a;''=~  1,08325 
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Vérification. 

x'=      0,81398 
aj"  =  — 1,083-25 

a^' +  a;"  ==_  0,26927 
Calcul  de  p. 
logtgP  =  1,38752 
—  logcos  a  =  0,04266 

A  =  16 


'  logjD  =  1,43018 

08      2692 

10  6 

p  =  0,26926. 

Résultats. 

.7;'  =  0,81398,     .     .?:"  =  — 1,08325. 

130.  Calculer  la  racine  positive  de  l'équation 

ic^H-  TiX-  —  7,6  =  G. 
(Voir  ex.  60.) 

On  utilisera  les  formules 


tg.  =  ?*Ç^,  x  =  Y/l/7,6tg|. 


On  trouve 


cp  =-  678,0293,  log  tg  ^  =  1 ,76429, 

log  ar  =  0,1023:;,  a:  =1,26576. 

131.   Résoudre  V équation 

a  cos  X  4-  6  sin  j;  =  c, 
dans  laquelle  on  a 

a  =  48578,  /^  =  62<S(il,  c  =  54375. 
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Première  méthode.  —  On  détermine   d'abord   l'angle  cp, 
compris  entre  0  et  100  grades,  au  moyen  de  la  formule 


0)     . 


tgcp  = 


L'équation  proposée  devient  alors 

sin  (x  -+-  cp) 


C  COS  '^ 


Il  existe  alors  un  angle  a,  compris  entre  0  et  100  grades,  tel 
que  l'on  ait 

(2)  Sina=:^^^^?^. 


On  en  déduit  sin  (x -h  o)  =  sin  a, 

^^  (  a;  +  çp  =  400  A:  +  a, 

^^4-9  =  400  A:  +  200  — a; 
on  a  ainsi  deux  séries  de  solutions 


(3) 


Xi  =  400  A:  H-  a  —  <p, 
(  x^  =  400  A;  4-  200  —  a  — 


A:  désigne  un  nombre  entier  arbitraire,  positif,  négatif  ou  nul. 
Le  problème  est  résolu  par  les  équations  (1),  (2)  et  (3). 


Calcul  de  log  a 


4857 


68637 

7,2 


A  =  9 


log  a  =  4,68644 


Calcul  de  log  6. 


6280 


79796 


A  =  7 


4 


log  6  =  4,79797 


Calcul  de  loge. 


5437 


73536 
4 


A  =  8 


loge  =  4,73540 


Calcul  de  o. 

log  a  =  4,68644 
■log  6  =  5,20203 


A  =  1S 


log  tg  9  =  1,88847 

1      41,91 

6  4 

0  =  41,9140 


Calcul  de  log  cos  <p. 

41,92  1,89814 

60  3 

log  cos  9  =1,89817 


A  =  5 
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Calcul  de  a. 

loge  =  4,73540 

logcos9  =  ï,898i7 

—  log  6  =  5,20203 


logsin  a  =  1,83560 


55       48,02 


4,9 


0,1 

a  =  48,0271 


«  =  48,0271 
<p  =  41,9140 

a +  9  =  89,9411 

a_o=    6,1131 

200  — (a  +  o)  =  110,058^ 


Résultats. 

3^1  =  400/^  + 6, fl31, 
a?2  =  400/£  + 110,0589. 


Deuxième  méthode.  —  On  prend  comme  inconnue  tg  -  =  w  ; 
l'équation  devient  alors 

(c  H-  a)«2  —  2bu  +  r  —  a  =  0. 

On  calcule  par  logarithmes  les  racines  de  cette  équation  (127), 
et  des  valeurs  delog  u  on  déduit  celles  de  x. 

Cette  méthode  est  beaucoup  plus  longue  que  la  première  ;  elle 
peut  servir  de  vérification. 

On  a 


c-^a  =  i029:)3,         2b  =  \  25602,         c  —  a  =  5797. 

2b 
p  =  —        -î 
^  c-ha 


c  —  a 
q  = >- 


sinc& 


2v5 


"i  =  ^q  tg  I  ^       "2  =  ^q  cot  |. 

On  détermine  les  angles  0,  et  O2  au  moyen  des  formules 
tgO,  =  u,,  tg02  =  ua. 
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^  =  200/c  +  0i,         ~}  =  200k-^ 

ma  2i 


OU 


X,  =  400  /c  4-  2  Oi         x.,  =  400  k  -h  26,. 


Calcul  de  log(c  +  a). 

4029              01242 
5                 21 

3                 1,26 

-42 

log(c  + a)  =  5,01264 

r 

Ca/cw/  de  log  26. 

A  = 
1256             09899 
02                 0,7 

=  35 

log  26  =  5,09900 

Calcul  de  log  ]  p  ]. 

log  26  =  5,09900 
—  log  (c  + a)  =  6,98736 

log  Ip  1  =  0,08636 

Calcul  de  log  q. 

log(c  —  a)  =  3,76320 
—  log  (c  H- a)  =  6,98736 

log  g  =  2,75056 

Calcul  de  o. 
log  2  =  0,30103 
logv/g  =  1,37528 
—  log  |p  1  =  1,91364 


A  =  17 


logsin 


=  1,58995 

85      25,43 

10 

8,5  ^ 

1,5 
9  =  25,4359 
^  =  12,7179 


Calcul  de  logtg  ■^• 


12,71  1,30609 

7  24,5 

9  3,15 


logtg  1=1,30637 


A  =  3r 
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Calcul  de  6^. 

Iog\/g  =  ï,  37528 
logtg  1=1,30637 

IogtgOi  =  2,68163 
_Iogiêl^  =  3,80335 

logO,  =0,48320 

13      3036 

5 

01  =  3,0363 

20i  =  6,1126 


a?i  =  .400/cH-6,1126, 


13 


Calcul  de  O2. 
logv/g  =  1,37328 
logcot^  =0,69363 


A  =  14 


logtg  62  =  0,06891 

78      55,02 

13    , 

12,6  ! 


0,4 


Oc 


Résultats. 


53,0293 
28'  =  110,058(J 


400/c -h  110,0386. 


132.  Trouver,  entre  0  e^360%  les  arcs  x  satisfaisant  à  l'équa- 
tion 

l/^  sm-  X  -]-  2ez  sin  xcosx-h2\/'K  cos^  x  =  {^e, 

^j<^  ^  ^  3,141392653...  et  où  e  représente  la  base  des  logarithmes 
népériens,  e  =  2,718281828... 

Toutes  les  formules  auxquelles  on  sera  conduit  seront  rendues 
calculables  par  logarithmes  à  l'aide  d'arcs  auxiliaires.  Seules 
les  sommes  d'arcs  seront  calculées  par  addition  directe. 
{École  des  Mines  de  Saint-K tienne,  1903.) 

L'équation  peut  aisément  se  mettre  sous  la  forme 


's/- 


cos  2x  -\-  sin  2x 


St^TT 


2e-:i 
OU,  en  posant 


2e7r 


Wi} 


'fi  .,....I^I 

sin  (2x  -i-  cp)  =  —  3  sin  -f  cos^  0, 


tg?  =  -2^'         ^i^'^ 


i08  CALCULS    LOGARITHMIQUES 

et,  en  posant  encore 

sin  a  =  3  sin  cp  cos-^  0, 

les  solutions  du  problème  sont 

2a;-hcp  =  400/f— a, 

2a;  -h  9  =  400  A;  +  200  -h  a, 


ou  a;  =  200/€  — ^±^, 


^  =  200  A: +100  4-°^-, 


en  exprimant  les  angles  en  grades. 
On  obtient  successivement 

log  tg  9  =  2,86696,  9  =  4^,6780, 

log  sin  9  =  2,86579,  log  sin  6  =  1,90567, 

log  cos  6  =  1,77349,  log  sin  a  =  2,88989, 

et  a  =  48,9455. 

Les  solutions  comprises  entre  0  et  400  grades  sont 

195^1883,         .395^1883,         100^,1337,         300^,1337. 


133.    Trouver  par  la  trigonométrie  et  les  tables  de  logarithmes 
les  valeurs  de  l'angle  x  vérifiant  l'équation 

3  cos  a:  H-  2  sin  a:  =  1 . 
(^Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  Cours  préparatoires,  1907.) 

On  trouve  les  deux  séries  de  solutions 


a;i  =  406 /t  — 44^,6755, 
iro  =  400  A; +119^,5421. 
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134.  Calculer  les   arcs  x  et  y    inférieurs    à   un  quadrant^ 
satisfaisant  aux  relations 

sinll°57'20" 

=  sinic  cos  93^  W  19"  h-  cos  x  sin  93"  34'  19"  cos  71"  12' 


'4=\/h^r^2 


—  V/'3  ,    X 


On  exprimera  x  et  y  en  degrés  y  minutes  et  secondes. 

(École  Navale,  1906.) 

On  trouve         x  =  39"  49'  3",  y  =  ii'D'  8". 

135.  Résoudre  l'équation 

cos  2x  -\-  cos  X  —  1  =  sin  — -, 

et  calculer  les  racines  à  une  seconde  centésimale  près. 

X 

On  prendra  comme  inconnue  sin  — • 

On  obtient  les  cinq  séries  de  solutions  suivantes,  l'unité  étant 
le  grade,  et  k  désignant  un  nombre  entier  arbitraire,  positif, 
négatif  ou  nul  : 

x=(4/t-|-l)200, 
x  =  Uk-^-\  200, 

x=Uk^2-h^^\200, 

or  =  800 /€  H- 26,5018, 
x  =  800  k  +  373,4382. 


CHAPITRE  V 


RÉSOLUTION  DES  TRIANGLES 


136.  Dans  un  triangle  ABC  on  donne 

a  =  H925'°,30,       A  =  1 19°  37'  08",       B  =  35°  22'  3^^ 

On  demande  de  calculer  : 

1°  les  côtés  b  et  c  en  centimètres  ^' 

2°  la  surface  en  mètres  carrés  ; 

3°  le  rayon  du  cercle  inscrit  en  centimètres. 

(Ecole  des  Mines  de  Saint-É tienne,  1901.) 

On  utilisera  les  formules 


C==180°  — (A-f-B),         b  = 


a  sin  B 


sm  A 


a  sin  C 
sin  A 


S  =  —  6c  sin  A, 


Calcul  de  C.  ■, 

A  =  119°  37' 08" 
B=    35°  22' 31" 


154°  59' 39" 
25°    0'21" 


Calcul  de  log  a. 

1192  07628 

5  18 

3  1,08 

log  a  :=  4,07647  . 


36 


Calcul  de  log  sin  A. 
180°  — A  =  60«22'52''' 


60°  22' 


50" 

2" 


,93912 
6,7 
0,27 


lo°:  sin  A  =  1,93919 
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A  =  18 


35° 22'  1,76253 

30"  9 

1"  0,3 

log  sin  B  =  1,76262 


Calcul  de  log  sin  C. 

25°  0'  1,62595 

20"  9 

i"  0,45 


A  =  27 


log  sin  0  =  1,62604 

Calcul  de  b. 

log  a  =  4,07647 

log  sin  B  =  1,76262 

—  log sin  A  =  0,06081 

A  =  5 

7941 

log  6  =  3,89990 
88 

2 

40 

6  =  7941,40 

Calcul  de  c. 

log  a  =  4,07647 

log  sin  C  =  1,62604 

—  log  sin  A  =  0,06081 

loge  =  3,76332 

A  =  7 

28 

5798 

4 

3,5 

5 

0,5 

7 

c  =  5798,57 

Calcul  de  S. 

log  6  =  3,89990 

loge  =  3,76332 

log  sin  A  =1,93919 

—  log  2  =  1,69897 

, ^ 

log  S  =  7,30138 

25  2001 

43 

12,6  ( 


21 


0,4  2 

S  =  20016200 


Calcul  de  log  p. 

«  =  11925,30 
6=  7941,40 
c=    5798,57 

2p  =  25665,27 
p  =  12832,63 

1283  10823 
2  6,8 

6  2,04 

3  0,102 

log  p  =  4, 10832 


34 


Calcul  de  r. 
log  S  =  7,30138 
logp  =  5,89168 


log  r  =  3,19306 

285  1559 


A  =  2: 


21 

18,9 

r  =  1559,78 


Résultats.  ' 

6  =  7941"',  40,  0=^5798-",  57, 

S  -^-^  200162%  r  =  1559"^, 78. 


^12  CALCULS    LOGARITHMIQUES 

Remarque.  —  Comme  vérification,  on  pourra  faire  le  calcul  en 
grades,  en  remarquant  que  l'on  a 

A  =132^9099,        B- 39^3059. 


137.   On  donne  dans  un  triangle 

a  =  22579™,83,        B  =  71°  22'  34",5,        C  =  39°  51'  20",6. 

Calculer  A,  6,  c,  la  surface  S  el  la  hauteur  h  perpendicu- 
laire au  côté  a'. 

{École  Polytechnique,  1895.) 

Résultats. 

A  =  68°  46'  04",9,         b  =  22955™,8,        c  =  1 5524-,3, 

8=1660880%        /i  =  14711"',3. 

138.  On  donne  dans  un  triangle 

h  =  7567-,3,        c  =  1334™,2,        A  =  57^5984. 
Calculer  le  côté  a,  les  angles  B  et  C,  Vaire  S  du  triangle  et 
le  rayon  r^  du  cercle  exinscrit  tangent  au  côté  b. 

(École  des  Mines  de  Saint-É tienne,  1907.) 
Nous  utiliserons  les  formules 
B— C      b—c      1 


tg 


c    .     A 


^=iOO-|, 


bsmk 
sm  B 


S  =  —  ôcsin  A, 


rb  = 


~b' 


et,  comme  vérification,  nous  pourrons  calculer  a  par  fune  des 


formules 


(6  +  c)sin| 

B  — G~ 

cos  — - — 


(b  —  c)  cos 


a  = 


sm 


B  —  C 


6  =  7567,3 

0  =  1334,2 

6 +  c^  8904,5 

6  — c  =  6233,1 


Calcul  de  log(6  —  c). 
6233 


i 


79470 
0,7 


log(6-c)  =  3,79471 


A  =  7 
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Calcul  de  Iog(6-f-c). 


8901 


2,5 


log  (6 +  c)  =  3,94947 


Calcul  de  \os  sin  A. 


A  =  5 


57,59 


Calcul  de  log  tg  - 

A  =  57,5984 

-^-  =  28,7992 
2 


28,79  1,68647 

9  15,3 

2  0,34 


A  =  17 


1,89553 

;  4 

4  0,2 


logsin  A  =  1,89557 


log  tg  A  =  1,68663 


Calcul  de  B  et  C. 

log  (6  — c)  =  3, 79471 

-  log  (6 -h  c)  =  4,05053 

-  log  tg  1  =  0,31337 


'og«g--^  =  0,15861 

54      61,37 


Calcul  de  log  sin  B. 

B  =  132,5758 
200- B=   67,4242 

67,42          1,94046 
4  1,6 

2 0,08 

logsin  B  =  r, 94048 


A  =  4 


B-C 

2 
R-4-C 


50 


=  61,3750 

=  71,2008 


B  =  132,5758 
C  =  9,8258 


Calcul  de  log  6. 


7567 


3 


87892 
1,8 


A  =  0 


log  6  =  3,87894 


Calcul  de  a. 

log6  =  3,87894 

logsin  A  =1,89557 
logsin  B  =  0,05952 


log  a  =  3,83403 

398      6823       A  -.  6 


S 


a  =  6823,8 


Calcul  de  log  c. 


A  =  32 


1334 


12516 
6,4 


loge  =  3, 12522 
AiiJEHT    KT  Papklik».  Kx.    Calc.  num.  8 
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Calcul  de  S. 


log  6  =  3,87894 

loge  =  3, 125-22 

logsinA  =  r,89557 

-log  2  =  1,69897 


log  S  =  6,59870 

68 

2 

0,9 

S  =  3969180 


11 


3969 


Calcul  de  n. 

a=  6823,8 
6=  7567,3 
c=    1334,2 

2p  =  15725,3 

p=    7862,6 

p-b=     295,3 

log  S  =  6,59870 
Jog(p-^6)_=_3^52974^ 

Î^^T^'^12844" 
40 


Vérification. 

(6  -\-  c)  sin  ^ 


Ca/cw/  rfe  log  sin  --  • 

28,79  1,64046 

9  12,6 

2  0,28 

log  sin  A  =  1,64059 


A  =  l 


Calcul  de  log  cos 


R-C 

■    2 


A=^  10 


A  =  32 
1344 


61,38  i, 75596 

50  5 

log  cos  5^  =  r,  75601 


Calcul  de  log  a. 

log  (6  H- c)  =  3,94947 


log  sin 
lo2  cos 


A 

2 
B-C 


:  1,64059 
:  0,24399 


4 
3,2 


0,8 


r5=13441,2 


log  a 


3,83405 


On  voit  qu'il  y  a  une  différence  d 
deux  unités  du  cinquième  ordre  entre 
les  valeurs  de  log  a,  obtenues  de  deu: 
manières  différentes. 

Étant  données  les  erreurs  qu'on  peu 
commettre  dans  le  calcul  des  W^a. 
rithmes,  la  vérification  peut  être  cuusi 
dérée  comme  très  suftisante. 


Résultats, 


B  =  1328,5758,       C  =  9^,8258,      a  =  6823™,8, 
S  =  3969180™S       Vb  =  13441'«,2. 


RÉSOLUTION    DES    TRIANGLES  115 

139.  Résoudre  un   triangle  ABC  connaissant  les  deux  côtés 
a=:ll'",64,  6  =  35'", 28  et  /a  .swr/ace  S  =  142"^S32. 

//  existe  deux  triangles  répondant  à  la  question. 

(Saint-Cyr,  1910.) 

On  calcule  d'abord  l'angle  C  au  moyen  de  la  formule 

çj       ab  sin  G' 

-       2      ' 

puis  on  est  ramené  au  cas  où  ron  connaît  deux  côtés  et  l'angle 
compris.  A  la  valeur  de  sin  C  correspondent  deux  valeurs  supplé- 
mentaires de  C. 

Première  solution  :         C  =  48^7528,         A  ^  188,5565, 
B=  132^0907,         c  =  28'",07. 

Deuxième  solution:         C=  151^,2472,        A  =  118,0301, 
B  =  378,1227,         c  =  44"',41. 

140.  Dans  un  triangle  ABC  on  connaît  les  côtés  a  =  39"', 63, 
b  =  57"', 48  et  la  valeur  de  cos  C  =  0,41725. 

Calculer  le  côté  c  en  mètres  et  les  angles  en  grades. 

(Saint-Cyr,  1911.) 

Résultats  :  A  =  45^,9283,  B  =  818,4731 , 

C  =  728,5986,  c  =  54'",53. 

141.  Résoudre  un   triangle  connaissant  deux  côtés  b,  c  et 
l'angle  compris  A. 

Données:       6=16'",423,       c  =  12"',608,       A  =  678,27. 

(Saint-Cyr,  1907.) 

Résultats  :         a  =  15"',001 ,         B  =  808,4625, 
C  =  528,2675,         S  =  90'"S140. 

142.  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  l'angle 
compris. 

b  =  43785  mètres,         c  =  27963  mètres,         A  =  788,6826. 


16 

CAl 

On  trouve 

B  = 

79^ 

,8087, 

a  = 

43524-, 
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C  =  41^,5087, 
S  =  57819"^ 


143.  Calculer  les  angles,  les  côtés,  la  surface  el  le  rayon  du 
cercle  inscrit  du  triangle  ABC  dont  on  connaît 

A  =  22°37'll",         6  =  217'",57,         c  =  117'",85. 

(^É cote  des  Mines  de  Saint-Etienne,  1899.) 

144.  Calculer  la  distance  des  points  A  et  B  séparés  par  un 
obstacle^  sachant  que  les  distances  de  ces  points  à  un  troisième 
point  C  valent 

AC  =  214"^,8,         BC  =  192'",5 

et   que  la   droite  AB  est  vue   du  point   C  sous  un   angle   de 

63°  10'  27". 

(Concours  général  de  Belgique,  1903.) 

145.  Dans  un  triangle  on  donne  deux  côtés 

6=:482-,76,        c  =  674™,37, 

et  l'angle  compris 

A=:35U2'12". 

Calculer: 

1°  le  côté  a  et  les  angles  B  et  C  à  l'aide  des  formules 
ordinaires 

^    B-C      b-c        A  (^J^-^inf 

cos— ^ 

2'^  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  A 
sur  le  côté  opposé  a  ; 

3''  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  sommet  C. 

(Ecole  Polytechnique,  1902.) 
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146.  Dans  un  triangle  on  donne  deux  côtés  et  l'angle  com- 
pris, savoir  : 

b  =  548'",75,         c  =  313™,62,        A  =  66^6467. 

1''  Calculer  a,  B,  C  à  l'aide  des  formules 


B  — C      b  —  c     ,A 
^^-2-=bTc''^2 


(b  +  c)  sin 


cos 


B-C 
2 


2°  Calculer  la  surface  S  en  hectares. 
3°  Calculer  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

(^Ecole  Poly technique j  1909.) 


147.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  cotés, 
a  =  401'»,456,         b  =  328^,233,         c  =  297">,315. 
Calculer  les  angleset  la  surface. 

{Ecole  des  Mines  de  Paris,  1912.) 

Nous  utiliserons  les  formules  connues  : 


a-h6-4-c  =  2/?, 


_  JiP-<^)iP-b){p-c)^ 


tg 


tg^  = 


tor 

°  2 


S  =pr. 


2p  =  1027,004 

p=   513,502 

p-a=    112,046 

p-b=   185,269 

p_c=    216,187 

Calcul  de  log  (p  —  a). 

1120              04922 
4                 15,6 
6                 2,34 

log  (p  — a)-:  2, 04940 

A  =  39 

Calcul  de  log(p  — 6). 

1852              26764 
6                 14,4 
9                 2,16 

Calcul  de  log  p. 

A  =  9 
5135            71054 
02                 0,18 

A  =  24 

Iogp  =  2,71054 

log  (p  — 6)  =  2, 26781 
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Calcul  de  log(p  —  c). 


A  =  24 


2161 


33465 
16,8 
1,47 


log(p  — c)  =  2,33483 


Calcul  de  log  r. 

log(p  — a)  =  2,04940 

log  (p  — 6)  =  2, 26781 

log  (p  — 0  =  2,33483 

—  log  p  =  3,28946 

2  log  fr^  3,94150 
log  r  =  1,97075 


Calcul  de  B. 

logr  =  1,97075 
log  (p  — 6)  =  3, 73219 


logtg 

^-  =  1,70294 

B 

2 

29,7500 

B  = 

59,5000 

Calcul  de  C. 
logr  =  l  ,97075 
log  (p  —  c)  =  3 ,  6651 7 

logtg -^  =  1,63592 
"^  85 


Calcul  de  A. 

log  r  —  l_,  97075 
log(p  — a)  =  3,95060 

logtg  A  =  1,92135 

^  26 


A  =  14 

44,26 
6 


=  44,2664 


A  =  88,5328 


7 
1,3 


A  =  19 
>5,98 
3 


-^  =  25,9837 


G  =  51,9674 


Calcul  de  S. 

log  p  =  2,71054 
log  r  =  1,97075 

log  S  =  4,68129 

4      ^ 

5 
8  =  48005,5 


A  =  9 


55 


Résultats. 


A=  888,5328 
B=  59ë,5000 
C=:    518,9674 


A  +  B  +  G  =  200s,0002 
S  =  48005™2,5. 
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148.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés: 
0  =  521^82,         6  =  433-, 09,         c  =  472"',96. 

{Saint-Cyr,  1908.) 

On  trouve 

A  =  70"  10'  18",        B  =  51M9'  44",        0=  oS''  29'  56", 
ou      A  =  77^,9686,  B  =  57^,0322,  C  =  64^9988, 

S  =  96343  mètres  carrés. 

149.  Calculer  les  angles  K,  B,  C,  d'un  triangle  dont  les  côtés 
vérifient  les  relations 


6738      9321       11985 

{Saint-Cyr,  1909.) 

On  trouve 

A  =  W  02'  56",        B  =  50"  45'  47",        C  =  95M1'  17", 
ou      A  =  37^8.320,  B  =  56^,4034,  C  =  105s,7646. 

150.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés: 
a  ^  541-^,94,  h  =  540"', 19,         c  =  491"\30. 

(Saint-Cyr,  1906.) 

On  trouve 

A  =  63"  1 0'  52  ",         B  =--  62"  49'  DO  ",         C  =  54"  0'  8", 
S  =  1 18  424  mètres  carrés. 

151.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés: 
a  =  293"',45,  b  =  426"\63,  c  =  543'",82. 

Un  trouve 

A  =  36^0368,         B  =  56«,92S2,         C  =  107«,0370. 
8  =  62215-2  7. 
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152.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés: 
a  =  2834",5,  h  =  3971"',8,         c  =  5023"', 7. 

Réponse  : 

A  =  38^,0775,  B  =-  57^,8812,  C  =  1048,0400, 

S  =  561762o  mètres  carrés. 

153.  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés: 
a=287">,48,         6  =  3d6"',74,         c  =  519'",08. 

Réponse  : 

A  =  35^5608,         B=-45S6914,         C=  118^7486, 
S  =  49070  mètres  carrés. 

154.  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle^ 

a  =  25  648'»,  6  =  32  907'",  c  =  29  763'». 

Calculer  les  trois  angles^  la  hauteur  issue  du  sommet  C  et  la 

surface. 

{École  Polytechnique^,  1896.) 

155.  Dans  un  triangle  ABC  on  donne 

a  =  3  645'^\43,  6  =  41 56'»,28,         c  =  5  047'",56. 

On  demande  de  calculer  les  angles  A,  B,  C,  la  surface  S  et 
le  rayon  r  du  cercle  inscrit. 

{École  des  Mines  de  Saint- Etienne,  1900.) 

156.  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC: 

«  =  25645"',  6  =  32904'»,  c  =  29  759™. 

Calculer  les  trois  angles^  la  hauteur  II  issue  du  point  C  et  la 
surface  S. 
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On  emploiera  les  formules 


12t 


B 


bXp-c), 


S  =  pr, 
C 


tg2=^-^'         *ST=^-6'         *S2=r-e 
(Ecole  Polytechnique,  1906.) 


157.  Dans  un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  égaux  à 
'M mètres,  41  mètres  et  53  mètres,  calculer  la  surface  et  le 
rayon  du  cercle  inscrit. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  1906.) 


158.   On  donne  dans  un  triangle  les  côtés 
025,  b  = 

A  =  38^126. 


a  =  31'",025,         6=:43-,468, 


et  l'angle 

Calculer,  pour  chacune  des  deux  solutions,  les  angles  B,  C  en 
grades,  le  côté  c  en  mètres,  la  surface  S  en  ares. 

(Ecole  des  Mines  de  Saint-É tienne ,  1911.) 
Nous  utiliserons  les  formules 

sin  B  =  — -- ,  C  =  200  —  (A  -f-  B), 

a  sin  C  ^^       a^sinC 

sin  A  2 


Calcul  de 

loga. 

3104 
5 

491 64 
7 

loga  =  l 

,49171 

A  =  14 


Calcul  (le  lof;  b. 


4346 


63H09 
8 


log6  =  1,63817 


A  =  10 
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Calcul  de  log  sin  A. 

A  =  40 

38,42        4,75400 
6                 6 

log  sin  A=-T,75406 

Calcul  de  [^  et  de  C. 

log6  =  4,63847 

log  sin  A  =  4,75406 

—  log  a  =  2,50829 

A           H 

log  sin  B  =  4,89752 

0      57,96 

2               4 

Bi  =  57,9640 

A  =  38,4260 

A  H- Bi  =  96,0900 
Cl  =  403,9100 
B2  =  200 -Bi  =  442,0360 

A  =  38,4260 

A +  B2  =  480,4620 

C2  =  49,8380 

Calcul  de  c^. 

Calcul  de  log  sin  Cg. 


A  =21 


loga  =  4,49474 
log  sin  Cl  =  4,99918 
-log  sin  A  =  0,24894 

logCi  =  4,73983 
4 

2 


A  =  8 
5493 

2 


Cl  =  54 


932 


49,83 


80 


4,48640 
46,8 


log  sin  C2=  4,48657 

Calcul  de  c^. 
log  a  =  4,49474 
log  sin  C2=:  4,48657 
—  log  sin  A  =  0,24894 

A  -.  i:> 

4687 
4 

log  C2  =  4,22722 
42 

40 

C2  =  46,874 

Calcul  de  Si- 

log  a  =  4,49474 

log  6  =  4,63847 

log  sin  Cl  =  4, 99948 

—  log  2  =  4,69897 

\       i. 

log  Si  = 

Si 

=  2,82803 

2 

4 

=  673,02 

Calcul  de  Sg. 

loga  = 

log  6  = 

log  sin  C2  = 

-log2  = 

=  4,49474 
=  4,63847 
=  1,48657 
=  4,69897 

log  S2  = 

=  2,34542 
34 

8 

6730 


Résultats. 


Première  solution. 
Bi  =  578,9460, 
Cl  =  4038,9400, 
Ci  =  54>%932, 
Si  =  6»,  7302, 


S2  =  206,74 

Deuxième  solution. 
62  =  4428,0360, 
C2  =  498,8380, 
C2=46™,874, 
S2  =  2%0674. 


A  =21 


2067 
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159.   On  connaît  dans  un  triangle  deux  côtés  et  l'angle  opposé 
à  l'un  d'eux: 

a  =  3U^^,l,         6=3  8117™,5, 
B  =  59°  25'  28". 

On  propose  de  calculer  le  côté  c,    les  angles  A  et  C,  et  la 
surface  S. 

{Ecole  des  Mines  de  Saint- Etienne,  1002.) 

Le  calcul  est  plus  simple  en  cherchant  la  valeur  de  B  en  grades 
on  trouve  aisément 


B  = 

60^0272. 

On  a  les  formules 

.     ,       a  sin  B 
sm  A  =  — - — , 

0 

C  =  200  — (A-f-B), 

b  sin  C 
sin  B  ' 

ç,       ab  sin  C 

^^       2      • 

On  a  une  seule  solution  : 

A  =  25^2744, 

C  =  108^6984, 

c=-.  9  340-, 75, 

S  =  146593  ares. 

160.  Résoudre  le  triangle  dans  lequel  on  donne 
a  =  2946"', 255,  c  =  1  602"', 309,  C  =  22°  37'  1  i",52 

{Ecole  des  Mines  de  Saint- Etienne,  1890.) 

\in  calculant  l'angle  C  en  grades  on  obtient 

C  =  25^,1332. 

On  a  deux  solutions  : 

A,  =  50«,0100,  A2=U9^9900 

B, -^124«,8568,  6^  =  24^,8768, 

/y,  _-  3 852-, 45,  b^  =  1  586'",82, 

S,  =  2182750"'2  S,  =  899060-"^ 
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161.   Calculer  les  angles,  la  surface  et  la  hauteur  commune 
des  deux  triangles  dont  on  connaît 

a  =  SS-^/OSS,  c  =  24'",552,         C  =  22''  37'  12". 

{Kcole  des  Mines  de  Saint- Etienne,  18U8.) 

Première  solution.  Deuxième  solution. 

Al  =^  67"  24' 24",  A^  =  H2%35' 36", 

Bi  =  89°  58' 24",  Bo=    44"  47' 12", 

6i  =  63^,836,,  6,  ==  44"',970, 

Si  =  723-2,500,  S2  =  509-2,687, 

hauteur  commune  =  22", 668. 


162.  Calculer  les  angles  et  les  côtés  des  deux  triangles  ayant 
les  éléments  communs  suivants  : 

a  =  58-,9251,         c  =  32^,0462,         C  =  22°  37'  11",52. 

Calculer  en  outre  la  surface  de  la  différence  des  deux  trian- 
gles. 

(Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne,  1895.) 


163.  Dans  un  triangle  on  donne 

A  =  5°  10'  25",        a  =  117'",523,        b  =  124-,371 . 

Calculer  B,  C,  c,  S. 

(Ecole  des  Mines  de  Sainl-E tienne,  1905.) 

164.  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  l'angle 
opposé  à  Vun  d'eux: 

«  =  120,21         6=158,75,         A  =  37"  42' 52". 

(Ecole  supérieure  d' Aéronautique  et  de  Construction  mécanique, 

1910,  2^  session.) 
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165.  Calculer,  soit  en  grades,  soit  en  degrés,  les  trois  angles 
A,  B,  C,  d'un  triangle^  sachant  qu'ils  vérifient  les  équations 

B  — C 

cos  A 


tg 


H-hv/2 


tg 


B-4-C 


/m  si  II 


ou 


m  =  22348,  n=  89825. 

{École  Centrale,  1908.) 


I.  Calcul  en  grades. 


Calcul  de  A. 

V/2  = 

=4,41421 

3  +  v/2  = 

=  4,41421 

4414 

64483 

21 

2,1 

log 

(3  +  /^) 

=  0,64i8o 

log  2  = 

0,30103 

-Iog(3 

4-v/2)  = 

r,3o515 

10 


13 


log  cos  A  =  1,65618 


24       70,06 
6 


0,8 


A  =  70,0646. 


B  -h  C  =  200  —  A  =  129,9354 
5_±.L^  =  64,9677 


Calcul  de  log  si n  A. 
(0,00  1,95009 

6 


1,2 

0,18 


loL'.sin  A  =  1,95010 


Calcul  de  log  fg 


B  +  C 


15 


64,96 


0,21207 
10,5 
1,05 


log  tg  11^^  =  0,21219 


Calcul  de  log  m. 


2234  34908 

8  .  16 

log  m  =  4,34924 


A  =  20 


Calcul  de  log  n. 


8982 


A  =  5 


95337 
2,5 


logn  =  4,9534u 


Ca/cM/ c/c  log  i/"'-"'"^- 

log  m  =  4,34924 

logsin  A  =  1,95010 

—  lo^n  =  5,04660 

21ogy/^^=î,34594 
iogy/^Ip  =  T,672!l7 
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Calcul  de  B  et  C. 


logtg 

2    • 

0,21219 

A  — 

logtg 

B-C_ 

2 

1,88516 

03      41 

13 

,67 

12,6 

9 

0,4 

B-C 

2 

=   41,6793 

B  +  C 

2 

=    64,9677 

B 

=  106,6470 

C 

=    23,2884 

Résultats. 
A  =  708,0646,        B  =  1068,6470,        G  =  23g,2«84. 

II.  Calcul  en  degrés. 


Calcul  de  A. 


A  =  25 


logcos  A  =  1,65618 

30      63°  03' 

12 

8,3  20" 

VT      '      9" 
A  =  63°  03'  29" 


B  4-  G  =  180-^  —  A  =  116°  56'  31' 

§.±-5  =  58°  28' 16" 

2 


Calcul  de  logsin  A. 


A  =  7 


63°  03' 


20" 
9" 


1,95007 
2,3 
1 , 1 


logsin  A  =  1,95010 


Calcul  de  log  tg  -^—' 


58° 28'  0,21211 

40"  4,8 

6"  2,9 

log  tg^:tÇ  =  0,21219 


A  =  -29 
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Calcul  de  B  et  C.  , 

loglg?^:=li^  =  1,88316 

^  498     370  30' 


20 


48 

17,3  " 

40" 

0,7 

2" 

^  -  ^  =  370  30'  42" 

^"^^-58«28'16" 

B  =  95°  58' 58" 

G  =  20°5V34" 

Résultats. 

63°  03'  29", 

B  =  93°  38'  58", 

G  =  ^ 

20°  37' 3^ 


166.  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté  c  et  les  hau- 
teurs ha,  hi,  abaissées  sur  les  deux  autres  côtés.  Des  deux  tri- 
angles qui  répondent  à  la  question,  on  calculera  celui  dont  la 
surface  est  la  plus  grande. 

c  =  25217'",         A,  =  19693,         h,=  [QM2. 
{Kcole  Centrale,  1890,  2^  session.) 

Tout  revient  au  calcul  des  angles  A  et  B.  On  a  les  formules 


sin  A  =  — ^ 
c 


sin  B  = 


ha 


On  peut  calculer  des  angles  aigus  a  et  p  tels  que  Ton  ait 

sina  =  ^,  sin  8  =  ^, 

c  '  c 

et  comme  h„  >  /i,„  on  a  p  >  or. 

On  trouve  ainsi  pour  A  les  deux  valeurs 

A'  =  a,  A"-:::  — a, 

et  pour  B  les  deux  valeurs 

B'  =  fJ,  B"  =  7r-p. 
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L'angle  C  est  donné  par  la  formule 

C  =  TT  —  (A  H-  B). 

Sa  valeur  doit  être  positive  et  inférieure  à  tt,  ce  qui  exige 

A+B<7r. 

Cette  condition  n'est  remplie  que  pour  les  angles  A',  B'  d'une 
part,  et  A',  B"  d'autre  part. 
On  a  donc  deux  solutions: 


A'  =  a,  B'==p, 

A'3=a,  B"=7:  — p, 


C'  =  u_(a-hp), 


On  doit  choisir  celle  des  deux  solutions  pour  laquelle 
1  c^  sin  A  sin  B 


S  = 


sin  G 


^  la  plus  grande  valeur,  c'est-à-dire  pour  laquelle  sin  C  est  le 
plus  petit. 
Or, 

sin  C  —  sin  C"  =  sin  (a  +  p)  —  sin  (p  —  a)  =  2  sin  a  cos  p  >  0. 

Il  faut  prendre  la  seconde  solution. 

Les  formules  de  résolution  sont  les  suivantes  : 

hb  ■    o       ha 

sm  a  =  — ^,  sin  B  =  --, 

c  c 

A  =  a,  B  =  7:  — p,  C  =  p  — a, 

c  sin  a  ,       c  sin  8  o       c^  sin  a  sin  S 

sm  C  sin  G  2  sin  G 

T^ous  calculerons  les  angles  en  grades. 


Calcul  de  loge. 


A  =  48 


2521 


40157 


loge  =  4,40170 


Calcul  de  \os  ha. 


1969 


29425 
6,6 


log /ta  =  4,29432 


.).) 
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Calcul  de  log  hb. 

1631  21775 

2  5,2 


^  = 


loii  ht 


21780 


Calcul  de  a  et  de  A. 
log /«6  =  ^,21780 
-loge  =  3,59830 


logsin  a 


=  1,81610 
03 

7 
6,4 

0,6 

a  =  43,4487 
A  =  43,4487 


45,4^ 


Calcul  de  [3,  de  B  et  de  C. 
log /i«  =  4,29432 
-loge  =  5,39830 


logsin  p  =  1,89262 


1       57,05 

1 

(3  =  57,0320 
200 -[3  =  142,9480 
=  [3  — a  =  11, 6033 


20 


Calcul  de  lof^sin  C. 


A  =  37 


11,60 


1,23817 
11,1 
1,11 


logsin  G  =  1,23829 


Calcul  de  a. 

loge  =  4,40170 

logsin  a  =  1,81610 

—  logsin  C  =  0,74171 


log  a  =  4,95951 

9109 

47 

4 

8 

a  =  91098 

Calcul  de  b. 

loge  =  4,40170 

logsin  [3  =  1,89262 

—  logsin  C  =  0,74171 

log  6  =  3,03603 

A  =  40 

583 

1086 

20 

5 

6  =  108630 

Calcul  de  S. 

2  loge  =  8,80340 

logsin  a  =  1,81610 

logsin  p=  1,89262 

—  logsin  C  =  0,74171 

-log  2  =  1,69897 

l                       M 

iog  S  =  8,93280 
79 

1 

8  =  897  020  000 


8970 


A  =  43s4i87 
a  =  91098'", 


Résultats. 

n  =  li-2«,9480, 
6r^  10H630"', 


AriJEHT  KT  I'ai'elikh.  Ex.  Cale. 


C  =  ll«,6033, 
S  =  897020000'"'^. 
9 
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167.  Résoudre  un  iriancf  le  connaissant  un  anç/le  A,  le  péri- 
mètre 2p  et  la  somme  s  des  sinus  des  angles.  On  donnera  les 
conditions  de  possibilité  de  ce  triangle. 

A  =  62M1'  17",         2p  =  793-, 075,         s  =  2,422. 
(École  Centrale^  189G,  l'obsession.) 


Des  formules  connues 
a 


sin  A       sin  B       sin  G 
Dn  déduit 

a     _  2£  _        b-hc b  —  c 

siQ  A        s        sin  B  +  sin  C      sin  B  —  sin  G 

ou 

a     _  2p  _  b-hc  b  —  c 

sinA"~  s  ~~        Â        B  —  G  ~  ,.    .    A   .    B  — C" 
2cos-cos — - —      2  sin -sin — - — 

On  obtient  les  relations  suivantes,  qui  permettent  de  calculer 
les  éléments  inconnus  du  triangle. 

A       A 

2psin-cos- 

a  =  2 ^, 

s 

b-\-c  =  2p  —  a, 

B-C      (''  +  ^^^'"1 
""-2~- â 

.    B  — C 

asm-— 

6  —  c  = , 

A 
cos- 

S  —  6c  sin  -  cos  -• 

Une  discussion  facile  montre  que  le  problème  n'est  possible 
que  si  l'on  a 

2  sin  A  <  s  <  sin  A  H-  2  cos  -• 
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Calcul 
7930 

ie  Iog  2p. 
89927 

A- 

=  6 

7 

4,2 

5 

0,3 

iog  2p  = 

=2,89932 

Calcul  de 

Iog  sin  A.     - 

A  =  31°  Go'  39" 

9 

A  = 

.21 

31«5' 

-1,71289 

30" 

10,5 

9" 

3,2 

Iog  sin  — 

=  r,71303 

Calcul  de  Iog  ces  — 


A  = 


31^06' 


1,93261 


20" 
1 

2,7 
0,13 

Iog  cos 

A  =  1,93264 

Calcul  de  a  et  de  b-hc. 

Iog  2  =  0,30103 
log2p  =  2,89932 

logsin-  =  1,71303 

Iog  cos  1  =  1,93264 
—  Iog  s  =  r,  61583 

Iog  a  =  2,46185 

80      2896 
5 

4,5  i 

0,5 

a  r=  289,633 

2p  =  793,075 

6 -H  c  =  503,442 


A  =  15 


Calcul  de  Iog  (6  -+-  c). 


5034 


70191 
3,6 
0,18 


Iog  (6 -h  c)  =  2,70195 


Calcul  de  B  et  C. 


Iog  (6 +  c)  =  2,70195 

Iog  sin  A  =  1,71303 

—  loga  =  3,53815 


A  =  7 


logcos—— ^  =  1,95313 

^  17      26«8' 


4 

3,5 

30" 

0,5 

4" 

^  7  ^  =  26«  08'  34" 

2 

^"^^  — 58«54'2l" 

B  =  85"  02'  55' 

C  =  32"  45'  47" 

Calcul  de  lo-:  sin  - 


26°  8 


B  -  C 


A  =  26 

/ 

1,6 '.391 

30" 

-13 

4" 

1,73 

Iog  sin  i^5  =1,64106 
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Calcul  (le  h  et  de  c. 
log  a  =  2,46185 
logsin^^  =  1,64406 

-  log  cos  4  =  0,06736 

2 


log  (6 -c)  =  2,17327 

19      \ 

1490 

Calcul  de  S. 

5,8 

•  2 

log  6  =  2,51353 

2,2 
5  _  c  =  149,027 

7 

loge  =  2,24848 
log  sin-  =  1,71303 

6 -4- c  =  503,442 
26  =  652,469 

2 
logcosA  =  ï/J3264 

2c -354,415 

2 

b  =  326,235 

log  S  =  4,40768 

c  =  177,208 

56 

12 

Calcul  de  log  6. 

A  =  14 

S  =  25567. 

3262             51348 

3                   4,2 

5                 0,7 

log  6  =  2,51353 


Calcul  de  log  c. 


1772 


24846 


08 


loge  =  2,24848 


25 


A  =  17 


2556 


289™,633, 


Résultats: 

6  =  326'°235, 


177°',208, 


B  =  85°  02'  55^       C  =  32°  45'  47",      S  =  25567'"2 


168.  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  le  côté  BC  —  a  =  928", 50, 
la  hauteur  AR  =  h  =  338'^,25,  la 
médiane  AM  =  m  =  406"^, 15. 

On  demande  de  calculer  les  deux 
autres  côtés  et  les  trois  angles. 

(^Ecole  des  Ponts 

et  Chaussées,  1890.) 


M   H 


Nous  poserons 
MAH  = 


HAC  = 


HAB 
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et  nous  utiliserons  les  formules  suivantes: 
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CCS  o  =  — ?  Ull  =  hi^o. 

m 

HG  =  -^-MH,         HB=-^H-MH, 


HC 


tg  ?2  = 


TÏB 


6=1008—  C&o, 


6  = 


cos  çpi 

h 


cos  CD2 


Calcul  de  logA. 
3382            52917 

A  =  13 

5                 6,o 

log/i  =  2,52924 

Calcul  de  log  ??i. 
4061            60863 

A  =  11 

5                 5,5 

log  m  =  2,60869 

Calcul  de  9. 

log  A  =  2,52924 

—  Iogm  =  3, 39131 

logcos  9  =  1,92055 

7      37,3 

A  =  4 

2 

50 

0  =  37,3150 

Calcul  de  log  tg  9. 

37,34  1,82253 

50  7,5 

log  tgo  =  î,  82261 


A  =  15 


Calcul  deUH. 

îog/i  =  2,52924 
log  Ig  9  =  1,82261 

log  MH  =  2,35185 


A  =  19 


0      2248 
5  3 

MH  =  224,83 


Calcul  de  im  et  llC. 
a 


2 


=  464,25 


MH  =  224,83 
11C  =  ^  — MH  =  239,42 


I1R^«+MH  =  689,08 

2 


Calcul  de  log  ne. 


"iSU 


2 


37912 
3,8 


A  =  19 


log  HG  =  2,37916 


Calcul  de  \og  un. 


6890 


A  =  6 


83822 


log  HB  =  2,83827 


13i 


Calcul  (le  ©i  et  de  G 

logHC  =  ^,371)16 
—  lop/i=:  3,47076 
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Calcul  de  cco  et  de  B. 


lojrtj 


4,84992 


45 


88      39,24 

4 

3  « 


©,  =  39,2427 
G  =  400  —  ?!  =  60, 7873 


Calcul  de  logcos  'f,. 


39,22 


4,94477 

3,5 
0,45 


logcos  <pi  =  4,94484 


Calcul  de  b. 

log/i  =  2,52924 
—  logcos  91  =  0,08849 

log  6  =  2,64743 
2 


6  =  444,44 


A  =  40 
4144 
4 


log[iB  =  2,83827 
—  log  A  =  3,47076 
logtg  92  =  0,30903 

92  =  70,9300 
li  =  29,0300 


Calcul  de  A 


=  70,9500 
=  440,4627. 


Calcul  de  c. 

log;i  =  2,52924 
logcos  '-2  =  0,35594 

loge  =  2,88543 
3 


c  =  767,63 


A: 

7676 
3 


A  =  440g,4627, 


Résultats. 

B  =  298,0500 


6  =  444°», 44, 


G  =  608,7873, 
767°», 63. 


169.  Résoudre  un  triangle  connaissant   l'angle  A,    le  côté 
opposé  a  et  la  somme  b-h  c  =  l  des  deux  autres  côtés. 

A  =  78^2784,         a  =  422'",55,         /  =  513'", 28. 

B  — G 


17  ,  B-hG 

hn  posant  — - — 


a  =100 


=  [3,  on  a  les  formules 


ces 


l    .     A 
a         2i 
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d'où  Von  déduit  B  et  C]  puis 

j  sin  3 

0  —  c  ^  a  — — -y 

sina 

d'où  l'on  déduit  h  et  c. 

{École  spéciale  des  Travaux  publics,  1911.) 
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A  =  39,1392 
a  ::=  100  — A  =  60, 8608 

Calcul  de  §,  de  B  et  C. 

log  Z  =  2,71035 

logsinA=îj6102 

—  log  a  =  3,37412 

log  cos  13=  1,84549 

Calcul  de  log  a. 

A  =  10 
4225            62583 
5                 5 

(î=   50,5800 
^  +  ^=    60,8608 

^-^'^=    50,5800 

B  =  111,4408 
C=   10,2808 

log  a  =  2,62588 

Calcul  de  log  sin  a. 

Calcul  de  log  /. 

A  =  8 

A  =  5 
60,86          1,91216 
08                 0,4 

log  sin  a  =  1,91216 

3132            71029 
8                 6,4 

Calcul  de  b  et  c. 

log  Z  =  2,71035 

log  a  =  2,62588 
logsin  p  =  l,853il 
—  log  sin  a  =  0,08784            ^_^^ 

log  (6  —  0  =  2,56713 

03      3690 

10              9 
5_c  =  369,09 
6 +  c  =  513,28 
26  =  882,37 
2c  =  144,19 
6  =  441,185 
c=    72,095 

Calcul  de  logsin  —  • 

A  =  10 

39,13            r, 76093 
92                   9,2 

logsin  A -=1,76102 
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Vérification. 

Comrrie  vérification  on  peut  montrer 
que  l'on  a 

log   .\-log     ^          log     ^    . 
sin  A         ^sinB         °  sin  G 

Calcul  de  log     ^    . 
sin  B 

log  6  =  2,64463 
—  log  sin  B  =  0,00705 

Calcul  de  log  sin  A. 

=  3 

A- 
78,27          1,97419 
8                   2,4 
4                 0,12 

Calcul  de  log  c. 

log  sin  A  =  1,97422 

A  =  6 

7209            85788 
5                 3 

logc  =  l, 85791 

Calcul  de  \oQ     ^    . 
^sinA 

log  a  =  2,62588 
—  log  sin  A  =  0,02578 

Calcul  de  log  sin  C. 

A  =  42 
10,28          r,  20622 
08                 3,36 

log  sin  C  =  1,20625 

log-^-=  2,65166 
sin  A 

Calcul  de  log  h. 

A  = 
4411              64454 

10 

85                 8,5 
log  6  =  2,64463 

Calcul  de  \os     ^    • 

Calcul  de  log  sin  B. 

B  =  111,4408 
200- B=  88,5592 

log  sin  B=    1,99295 


sin  C 

log  c  =  1,85791 
log  sin  G  =  0,79375 


loc 


sin  G 


=  2,65166 


Résultats. 


B  =  1118,4408, 

6  =  441™,  285, 


G  =  108,2808, 
c  =  72'°,09o. 
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170.  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  sa  surface 
5  =  875617'"2,5  et  celle  du  cercle  circo:i5rn7  c  =  3356 732'"2, 3.   . 
(École  Centrale^  1892,  2"  session.) 

Désignons,   selon  Tusage,  par  a  l'hypoténuse  et  par  /;,  c  les 
côtés  de  l'angle  droit  ;  nous  avons 

bc  =  2s,         — 

Nous  en  tirons  d'abord 


a. 


a-  =  — y         puis 

7Î 


46c       2s 


ou 


TZS 

a 


26c 


2sinBcosB=:sin2B. 


Les  formules  de  résolution  sont  donc 


sin  2B  =  — ,  6  =  rtsinB,  c  =  acosB. 


Calcul  de  logs. 

A  =  5 

8756              94231 
1                   0,5 
7                 0,35 

log  s=  5,94232 

Calcul  de  a. 

log  4  =  0,60206 

log  a  =  6,52591 

—  log  r  =  1,50285 

2  log  «  =  6,63082 

A  =  21 
log  a  =  3,31541 

34          2067 

Calcul  de  log  a. 

A  =  13 

3356             52582 
7                   9,1 
3                 0,39 
2                0,026 

7 

6,3              3 
0,7                3 
a  =  2067,33. 

Calcul  de  B  et  de  C 
log  7:  =  0,49715 

log  a  =  6,52592 

logs  =  5,94232 
—  log  a  =  7,47408 

log  7:  =  0,49715 

log  sin2B=  1,91355 

2B  =  61,1500, 

B  =  30,5750, 

C  =  69,4250. 
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Calcul  de  log  siri  B. 

30,57          1,66459 
50                 7 

log  sinB  =  1,66466 

A  =  14 

Calcul  de  b. 

loga  =  3,31541 

log  sinB  =  1,66466 

log  6  =  2,98007 
5 

2 
6  =  955,15 

A  =  4 
9551 
5 

Calcul  de  log  cos  B. 

30,58          1,94784 
50                 2 

A  =  4 
Résu 

Calcul  de  c. 
log  a  =  3,31541 
log  cos  B  =  1,94786 

loge  =  3,26327 
16 

11 

9,6 

1,4 

c  =  1833,46 

Itats. 

A  =  24 
4833 

log  cos  B  =  î, 94786 

4 
6 

a  =  2067'«,33,  6  =  955°^,  15,  c  =  1833", 46, 

B  =  30^,5750,  C  =  698,4250. 

171.  Dans  un  triangle  isocèle  ABC  on  a 

6  =  c  =  35",876,         a  =  24-,853. 

On  demande  de  calculer  : 

l''  la  surface  du  triangle  ; 

2°  traire  du  secteur  circulaire  ABDC  dans  le  cercle  décentre 
A  et  de  rayon  AB  ;^ 

3°  le  volume  engendré  par  la  révolution  complète  du  secteur 
ABDC  tournant  autour  de  son  axe  de  si/métrie  AD. 


(Ecole  Polytechnique,  1904.) 
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Désignons  par  A  l'angle  BAC,   exprimé  en  grades,  par  T  la 
surface  du  triangle  ABC,  par  S  la  surface 
du  secteur  et  par  V  le  volume  engendré  par 
le  secteur  tournant  autour  de  AD.        a 
On  a  les  formules 


sm 


a  . 

400' 


6-  sin  A 


V  z=  -  7:63  sin^ - 


On  trouve  successivement 


logsin— -  =  1,53955, 

logT  =  2,62139, 
log  S  =  2,03825, 
logV  =  3,77719, 


A  =45^0356, 

T  =  418"^-,21, 

S  =  455-S25, 
V  =  5986"^^7. 


172.  On  donne  deux  cercles  de  centres  0  et  0'  et  de  rayons 
^^9  mètres,  r'  =  15  mètres;  la  dislance  des  centres  est 
d  =  32  mètres. 

Calculer  les  angles  et  les  côtés  du  triangle  ABC  admettant 
le  cercle  0  comme  cercle  inscrit  et  le  cercle  0'  comme  cercle 
exinscrit  dans  V angle  A. 

(École  des  Ponts  et  Chaussées,  1902.) 


On  s'appuiera  sur  les  formules 


.A       r'  —  r 


a  = 


r'  —r 


tg 


b->r-c  =  2p  —  a, 


cos 


^      (6  -^  c)  sin  2 


.,    B  — C,    A 

6_c  =  (6  +  c)tg— tj— tg^ 
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Avec  les  données  numériques  de  la  question,  elles  se  simpli- 
fient et  deviennent 

A  6  ^  r,  y  1  , 

sin-  =  ^,         a  =  — -y        2p  =  ha,         6  +  c  =  4ûr, 
tg- 

B  — C       ,    .    A  ,  ,    ,    B  — C,    A 

ces  —j-  =  4  sin  y ,         6  —  c  =  4a  tg  — ^  tg  - • 

On  trouve  alors 

A  =  248,0154,  B  =  1348,0040,  C  =  4H,9806, 

a  =  3l'",433,  ^>  =  73'",449,  c=:52'",283. 

Comme  vérification,  on  peut  utiliser  les  formules 


V  P  '  V  p  —  a 


173.  Soient  a,  b,  c  les  côtés  d'un  triangle^  R  le  rayon  du 
cercle  circonscrit^  (x,  ^,  y  les  hauteurs  qui  correspondent  aux 
côtés  a,  b,  c. 

On  donne  les  rapports 

-^=1,543698,         |-=1'254376, 
R  R 

et  on  demande  de  calculer  les  rapports  — ?  —  >  -7-7  — ?  en  suppo- 

fv        1    K      ■  R    a     6     c  ^^ 

sant  l  angle  A  aigu. 

(École  Centrale^  1891,  2^  session.) 
On  s'appuie  sur  les  formules 

|-  =  2smA,  A  =  2sinB,  f  =  2  sin  C, 

a  sin  B  sin  C  ^ sin  C  sin  A  y_ sin  A  sin  B 

a  sin  A  b  sin  B  c  sin  C 

On  calcule  d'abord 

A  =  568,1333,        B  =  438,1589, 
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et  on  en  déduit 

C=  100^,7078; 

puis, 

^  =  1,99986,         -  =  0,81253, 
R  a 

1-=  1,23054,         -^  =  0,48412. 
0  c 

174.  Dans  un  triangle  ABC  on  donne  la  surface  S,  la  médiane 
m  relative  au  côté  BG  et  l'un  des  angles  a  que  font  entre  elles 
les  deux  autres  médianes  : 

S  =  85354"'2,         m  =  715-,63,         a  =  121°  27'  35". 

Calculer  la  longueur  a  du  côté  BG  en  se  bornant  à  la  plus 
petite  valeur  de  cette  inconnue. 

(École  Centrale,  1897,  1''^  session.) 
On  trouve  aisément  la  formule 


2m    /,       GS      , 


On  détermine  d'abord  un  angle  o  au  moyen  de  la  formule 

sin^  9  ^ cot  a, 

'  m- 

,  ,,  2m 

et  1  on  a  a  =  —  cos  o. 

à 

On  trouve  log  sin  cp  =  1 ,89331  ; 

on  en  déduit  log  cos  cp  =  1 ,79452 

sans  calculer  l'angle  cp  (96),  et  on  a 

a-:297'^,25. 

175.   Calculer  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  ABC  dans 
lequel  on  connaît  la  surface  S,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit  et 
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le  rayon  r'  du  cercle  exinscril  situé  dans  Vangle  A  : 

S  =  832"%786,  r  =  927'°,285,  r'  =  \  27G'",475. 

Donner  la  valeur  minimum  de  la  surface  S  qui  correspond 
aux  valeurs  numériques  données  pour  r  et  r'. 

(Ecole  Centrale,  1895,  i''^  session.) 

On  calcule  les  angles  au  moyen  des  formules  (1)  et  les  côtés 
au  moyen  des  formules  (2)  : 

tg^  =  -g-'  a  =  (r' —  r)  cot -, 

(1)  5_±_Ç_^QQ,_A  ^2)     6  + c  =  (r'-^r)  cot^, 

/        B  — C      r'-+-r  .A  (  ,  /  /   ,     n,    B  — C 

f  cos — - — ^- sm-,  6  — c  =  (r'-4-r)tg — - — , 

\  2  r'  —  r       À  \  ^  ^  ^      2 

et  le  minimum  de  S  est 


On  trouve 

A  =17^,9764,  a^2456-,77, 

B  =  121§,4193,  h  =  8322'",84,  m  =  737*^566. 

C  =  60^6043,  c  =  7182-,15, 

176.  Résoudre  le  triangle  k^Ç^dans  lequel  on  donne  les  côtés 
h,  c  ainsi  que  l'aire  S'  du  triangle  qui  a  pour  côtés  les  longueurs 
des  médianes  du  triangle  ABC. 

On  choisira,  parmi  les  solutions  qui  correspondent  aux 
données  numériques,  celle  pour  laquelle  la  hauteur  issue  du 
sommet  A  a  la  moindre  valeur. 

S' =  9431 760  ares,         6  =  49728^7,         c  =  67917>^8. 

3 
On  prouvera  que  S'  est  égal  aux  — de  la  surface  S  du  tri- 
angle ABC. 

(Ecole  Centrale,  1895,  2"^  session.) 
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On  trouve  les  résultats  suivants  : 

A  =  146^5200, 
B  =  22^3511, 
C  =  31M289, 
à  =  107  073'". 
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177.  Dans  le  triangle  ABC  on  connaît  le  rapport  p  de  la 
longueur  BC  à  la  médiane  relative  à  ce  côté  et  le  rapport  q  du 
côté  AC  au  côté  AB. 

Calculer  la  tangente  du  demi-angle  aigu  x  que  fait  celte- 
médiane  avec  le  côté  BC. 

Calculer  la  valeur  de  x  dans  les  hypothèses 

p  =  3,  y  =1,89572. 

(^École  Centrale,  1897,  2'  session.) 

On  a  dans  le  cas  général 


*^'2       qXp-h2r-(p-2) 
et,  dans  le  cas  particulier  donné, 

t^2^^  JgjzLgl^  (^-4-y)(5-y)  . 

^   2        25^^  —  1       (ar/H-lXo^r  —  l) 
On  en  déduit  aisément 

logtg|  =  î,69096, 
t  et  ^  =  ^8^0998. 


178.  Dans  un  triangle  on  donne  en  divisions  centésimales 

an^/eA  =  90«,3:)28, 
art.r//eB  =  4:)«,3917, 
périmètre  2p  =  1208'", 7. 

Calculer  les  trois  côtés  a,  h,  c,  le  rayon  r  du  cercle   im'crit 
et  la  surface  S. 
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Formules  :  '^  ^/?  tg  --  tg  j  tg  -, 

S=/îr,         p  —  a=pig-ig-- 

(Ecole  Polytechnique,  1919.) 

Réponse  : 

a  =  518'",03,         6  =  339'",41,         c  =  411™,27, 

r=109™,84,  S  =  69676-S7. 

179.  On  donne  dans  un  triangle  :  la  /ïau/eur/ia=:4865  mètres, 

la  hauteur  /t(,  =  2943  mètres,  Ta^^Ze  C  =  55°  40' 27". 

On  demande  de  calculer  les  angles  A,  B,  les  côtés  a,  h,  c,  et 

la  surface  S. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1892.) 

On  utilisera  les  formules  suivantes  : 

2      -90-^,         tg      ^      -/^^^y^/ot^, 

„  ^b  h  ^a  ^  hb  c  i    hah 

sm  C  sm  L  sin  A  2  sin  C 

On  trouve 

A  =  37M0'14",         B  =  87°9'19", 

a=:3563"^,6,         6  =  5890^,9,         c  =  4871'", 
S=8668400"^^ 


180.  Entre  le  côté  a,  les  angles  A,  B,  C  et  la  bissectrice  inté- 
rieure d  correspondant  à  a  d'un  triangle,  il  existe  la  relation 

■suivante: 

,    sinB  +  sinG     .    A 
sin  B  sni  L  2 

Calculer  la  bissectrice  d,  si  l'on  a 

a  =  228009,         B  =  16°  45'  31",         C  =  152''  34'  13". 
(Concours  généraux  de  Belgique,  1910.) 

On  trouve  d  =  434840  mètres. 
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181.  Dans  un  triangle  l'angle  A  est  égal  à  43  grades,  et  les 
angles  B  e^  G  vérifient  la  relation 

sm  ^  sin  -  =  sm2  -• 

Calculer  les  angles  B  et  G. 

(Baccalauréat^  Grenoble,  1906.) 

On  trouve      B  =  1418,3560,         G  =  15e,6440. 

182.  L'aire  d'un  triangle  ABG  est  équivalente  à  celle  d'un 
carré  dont  le  côté  est  égal  à  1™,437;  le  côté  a  est  égal  à  3"',27; 

\ 

enfin,  l'angle  A  a  pour  cosinus—- 

Calculer  les  côtés  b  et  c. 

{Baccalauréat,  Grenoble,  1905.) 

On  trouve 

6==.3'",348,         c  =  l'",275. 

183.  Dans  un  triangle  ABG  on  a  AB  =  AG  ;  l'angle  en  A  est 
de  68^3' 24';  la  surface  du  triangle  est  de  421'"2,2527. 

Calculer  les  angles  en  grades  et  les  côtés  en  mètres. 

{Saint-Cyr,  1912.) 

184.  Dans  un  triangle  ABG  on  connaît   l'angle   A   égal  à 
123^,273  et  les  hauteurs  B6,  Ce  issues  de  B  et  C: 

Bb  =  232'",567,         Ce  =  94'",628. 

Calculer  les  côtés  en  mètres  et  les  angles  en  grades. 

{Saint~Cyr,  1913.) 

185.  Calculer  en  grades  les  angles  A,   B,  G  d'un  triangle 
ABG  et  calculer  en  mètres  le  côté  AG  de  ce  triangle  et  la  médiane 

Albeht  kt  Papklikm.  Kx.  Culc.  nnm.  iO 
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issue  de  A,  sachant  que  l'on  a 

PC 

A  =  125"  35'  29",         AB  =  ^  =  438'", 73. 

{Saint-Cyr,  1914.) 

186.  Un  triangle  isocèle  ABC  a  pour  côtés 

a  =  23^,8274,         b  =  c  =  34^,9865. 

1"  Calculer  A,  B,  C  et  la  surface  du  triangle,  S. 

2°  Calculer  l'aire  a  du  secteur  circulaire  ABMG  dans  le  cer- 
cle de  centre  A  et  de  rayon  AB. 

3°  Calculer  en  mètres  cubes  le  volume  engendré  par  la  révo- 
lution complète  du  secteur  ABMG  tournant  autour  de  son  axe 
de  symétrie  AM. 

(Ecole  Polytechnique,  1898.) 

187.  Résoudre  un  triangle  connaissant  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  R,  l'angle  A  et  la  hauteur  h^  issue  du  sommet  B. 

On  démontrera  que  ce  problème,  pour  les  données  suivantes^ 
admet  deux  solutions  et  on  calculera  celle  qui  admet  le  plus 
grand  côté  6. 

R  =  32437"^,24,        A  =  29°  27'  32^6,         K  =  21  634™,75. 
(Ecole  Centrale,  1894,  2^  session.) 

188.  Calculer  les  côtés,  les  angles  B  et  C  e^  la  surface  d'un 
triangle  ABC  dans  lequel  on  donne  l'angle  A  =  62°  20' 35"",  les 
hauteurs  issues  des  sommets  B  et  C,   /i6  =  4532°',  A(,=1945"\ 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1895.) 

189.  Résoudre  le  triangle  ABC  dont  on  connaît  la  base 
AB  =  459"^, 963,  la  hauteur  CK  =  {^^""^OSl, l'angle 

CAB  =  59°  37'  42". 
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Après  avoir  calculé  AC,  on  déterminera  les  autres  inconnues 
au  moyen  de  ce  côté,  de  la  base  AB  et  de  Vangle  compris  CAB. 
{École  des  Mines  de  S aint-K tienne,  1897.) 

190.  Dans  un  triangle  on  donne,  en  divisions  centésimales, 
l'angle  A  =  98^35^28  \  l'angle  A  =  42s39M7^\  le  périmètre 
2/j  =  1254">,3. 

Calculer  les  trois  côtés  a,  b,  c,  le  rayon  r  du  cercle  inscrit 
et  la  surface  S. 

On  emploiera  les  formules 

^  =  /><gf  tg|tg|,  S^pr, 

et  les  formules  analogues  pour  p  —  b,  p  —  c. 

(Ecole  Polytechnique^  1905.) 

191.  On  donne  deux  angles  à  la  base  d'un  triangle  ABC, 
savoir:  B  =  72''*27'  48",  C  =  41°  19'  23"  et  la  hauteur  AD  =  4'",53. 

1"  Calculer  les  trois  côtés  du  triangle. 

2"  Calculer,  en  décimètres  cubes,  le  volume  \  engendré  par 
le  triangle  tournant  autour  de  sa  base  BC. 

(École  Polytechnique,  1897.) 

192.  Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  triangle  dont  on 
donne  les  médianes  a,  p,  y,  issues  respectivement  des  sommets 
A,  B,  C  du  triangle  : 

a  =120000,  p  =  90000         Y  =  60  000. 

(École  Centrale,  1893,  1^'  session.) 

193.  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés,  a,  b,  et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit,  R. 
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On  donne 

a  =  4737,533,         b  =  3427,645,         R  =:  6743,823. 
(Ecole  Centrale^  1893,  2"  session.) 

194.  Bésoudre  un  triangle  connaissant 

a  =  8257-,        A  =  39°  25'  T,        S  =  18359 625'"2. 
(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1891.) 

195.  On  donne  la  hauteur  h    d'un    triangle  ABC   issue  du 
sommet  B^  la  surface  S  et  l'angle  A- 

Résoudre  le  triangle  et  calculer  le  rayon  du  cercle'circonscrit 
quand 

h  =  9-^,78,         S  =  7^2,23,        A  -:  42°  30'  27". 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées^  cours  spéciaux,  1906.) 


CHAPITRE    VI 
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196.  Pour  évaluer  la  dislance  des  points  \  et  B  inaccessibles^ 
on  a  mesuré  la  distance  de  deux  points  C  et  D^  et  les  angles 
que  forment  CA,  CB,  DA,  DB  avec  la  direction  CD. 

1°  On  demande  d'établir  les  formules  qui  permettent  de  cal- 
culer la  distance  \B  et  les  distances  AH  et  BK  des  points  A  et  B 
à  la  base  CD. 

2°  On  donne  CD  =  oGO"". 


a  =  CDA  =  70°2i'33", 
B  =  DCA-:29°    4M0", 


p  =  CDB  =  85M0'42", 
y  =  DCB  =  60M2'45". 


Calculer  les  valeurs  numériques  de  AB,  ATI,  BK. 
Les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  dans  un  même  plan  hori- 
zontal. 

(Kcole  des  Ponts  et  Chaussées ^  1905.) 


Dans  les  triangles  ACD  et  BCD  on  a 


AD 


CD  sin  0 
sin(a-+-o)' 


Ba= 


CD  sin  Y 

sin  (fi -I- y)' 


Dans  le  triangle  ABD  on  connaît 
alors  les  deux  côtés  AD,  BD  et  l'angle 
compris  ADB  ^  a  —  p,  on  peut  calculer 
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les  angles  A=DAB,   B  =  ÀBD  et  le  cdté  AB   au   moyen  des 
formules 


tg 


B  _  BD  —  AD 
""BD-f-AD 


tg^£ 


^^^ADsinÇa  — p.) 
sin  B 


Enfin  on  a 


AU -=  AD  sin  a, 


BK  =  BDsin 


Pour  simplifier  les  calculs,  nous  exprimerons  les  angles  donnés 
en  grades,  en  utilisant  les  tables  de  conversion  qui  se  trouvent 
dans  les  tables  de  logarithmes.  Nous  obtenons  ainsi 


a  =  78^1769, 
5  =  32^2994, 


"p  =  30^0870, 
Y  =  G6^9028, 


et  nous  en  tirons 

a  H- 8=  110^,4763, 


a  — p==  398,0899, 


1_ 


105^9898, 
19^5449. 


Calcul  de  log  sin  B. 


13 


32,29  1,68640 


41,7 
0,52 


logsin  8  =  1,68652 


Calcul  de  log  sin  (a  +  8). 

a  4- 3  =  110,4763 
200  — (a -f- 8)=:    89,5237 

log  sin  (a  4- 8)  =1,99409 


Calcul  de  AD. 

log  CD  =  2,69897 

log  sin  8  =  1,68652 

log  sin  (a +  8)  =  0,00591 

log  AD  =  2,39140 

29 


11 


AD  =  246,26. 


A  =  17 
2462 


Calcul  de  log  sin  y. 

66,90  1,93845 

2  0,6 

8  0,24 

log  sin  y  =  1,93846 


A  =  3 


Calcul  de  log  sin  (jB  +  y). 

p -h  y  =^105,9898 
200  — (;-i  +  y)=    94,0102 
logsin(P4-y)=     1,99807 
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Calcul  de  A  et  B. 
log(BD  —  AD)  =  2, 27786 


Calcul  de  BD. 
log  CD  =  2,69897 
log  sin  y  =  1,93846 
log sin  (p  H- y)  =  0,00193 


A  =  10 


IogBD  =  2,63936 

29      4358 


7 


BD  =  435,87. 


BD  = 

AD  = 

BD  +  AD  = 

BD-AD  = 

=  435,87 
;  246,26 
=  682,13 
=  189,61 

Ca/cu/ (/elog(BD  — AD). 

A  =  23 
1896            27784 
i                  2,3 

log(BD 

-AD)  3 

^2,27786 

Calcul  de  log(BD4-AD). 

6821  83385 

3  1,8 

log(BD -h  AD)  =  2,83387 


A  =  6 


Calcul  de  log  tg 


a-p 


19,54  1,50099 


A  =  24 


2,16 


log  lg^i  =  1,50111 


■log(BD  H- AD)  =  3,16613 

"— log  tg°^  =  0,49889 


logtg^-f'^ 

=  1 

94288 

A  — B 

2 

=  45 

0 

8 
7 

1 

,8257 

Ah-B 

Cï 

=  80 

,4551 

A  =  14 


45,82 


A  =  126,2808 
B=    34,6294 


Calcul  de  log  sin  (a  —  p). 


39,08 


1,76045 
9  8,1 

9  0,81 


A  = 


log  sin  (a-  |5)  =  i  J6054 


Calcul  de  log  sin  B. 

34,62  ï, 71383 

9  9,9 

4  0,44 

log  sin  B  =  1,71393 


A=ll 


Calcul  de  AB. 
log  AD  =  2, 39140 
log  sin  (a—  p)  =  1,76054 
—  log sin  B  =  0,28607 


A  =16 


log  AB  =  2,43801 

791       2741 


10 


AB  =  274,16. 
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Calcul  de  log  sin  a. 

78,47  4,97395 

6  4,2 

9  0,48 

log  sin  a  =  4,^7396 


A  =  2 


Calcul  de  AH. 


log  AD  =  2,39440 


log  AH  =.2,36536 
0 

6 
AH  =  234,93. 


A  =  49 


2349 


Calcul  de  log  sin  {-i. 

39,08  r,  76045 

70  6,3 

log  sin  p  =  4,76054 


A  =  9 


Calcul  de  BK. 

log  BD  =  2,63936 
log  sin  ^  =  4,76054 

log  BK  =  2,39987 

5      2544 


BR  =  254,44 


A  =  4/ 


Comme  vérification  on  peut  aussi  calculer  AG  et  BG  par  les 
formules 


AC 


GD  sin  a 


sin  (a  -H  o) 


BG 


GD  sin  S 

-sinCp  +  yy 


puis  résoudre  le  triangle  ABG. 
On  trouve  ainsi 

AG  =  477,37, 
GÂB  =  368,7552, 


BG  =  289,34, 
ABG  =428^6414, 


et 


AB  =  274»,46. 


Résultats. 
AB  =  274-,16,         AH  =  231'",93,         BK  =  2ol"\4i 


]■ 
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197.  Pour  obtenir  la  distance  d'un  point  M  à  Vextréniité  A 
dun  mur  AB  de  longueur  connue  et  égale  à  118"', 35  dont  le 
point  M  est  séparé  par  un  cours  d'eau,  on  relève  de  ce  point  et 
d'une  seconde  station  N,  les  angles 

AMB=-  m  =  46"  23' 17", 
BMN=m'  =  59Ml'03", 
BNA=  /i  =  39°  58' 41", 
ANM=-  n'  =  22°41'01". 

Au  moyen  de  ces  données,  calculer  la  distance  MA. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  spéciaux,  1899.) 


Désignons  par  x  l'angle  ABM  ;  dans  le  triangle  ABM,  on  a  la 
relation 


A}J_ 

sino: 


AB 
sinm 


AM  =  AB  ^— • 
sm  m 


Tout  revient  à  calculer  Tangle  x 
Pour  cela,  désignons  par  b  Tangle 

MBN  =  180°  —  (m'  -f-  ?i  +  n')  ; 

dans  le  triangle  ABN  nous  avons 

AN        ^   AB 
sin  (b-\-x)       sin  n 

ef,  dans  le  triangle  ANM, 

AN  _    AM    ^     ABsina;    . 

sin  (m -h  m'^       sin  n'       sin  n' sin  m  ' 

d'où,  en  éliminant  AN, 

sin  (b  -4-  x)    sin  n  sin  x 


sinTm-hm')       sin  m  sin  ?i' 
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Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  résoudre  l'équation 


sm  X 


sin  m  sin  n 


sin  (/>-+- a:)       sin  n  sin  (m -|- m') 
Déterminons  un  angle  .p  tel  que  l'on  ait 

sin  m  sin  n' 


(2) 


tg'f  = 


sin  71  sin(m-+-m')  ' 

l'équation  précédente  s'écrit 

sin  a: sin  (6  -h  x)  _  sin(Z?  -4- a;)  —  sin  a?  _  sin  (h  -hx)-+-  sin  ar 

tgcp  1  ~  1— tgcp  ~  1-f-tgo 

Or,  on  a 

sin  (b-hx)  —  sin  a?  =  2  sin  —  cos  (  a:  H-  — 

sin  (6  H-  a:)  -h  sin  a;  =  2  cos  —  sin  (  a;  H-  —  j  ; 

■on  est  donc  ramené  à  résoudre  l'équation 

(3)  tg(x4^|)=tg|tg(9  +  45-). 

On  calculera  d'abord  l'angle  cp  au  moyen  de  l'équation  (2), 
puis  l'angle  x  au  moyen  de  (3)  et  enfin  AM  sera  donné  par  l'équa- 
iion  (1). 


Calcul  de  log  sin  m. 


46°  23'  1,85972 

10"  2 

1"  1,4 

log  sin  m  =  T> 85975 


A  =  12 


Calcul  de  log  sin  n. 


\  =  ic 


39° 58'  1,80777 

40"  10 

1"  0,25 

log  sin  n  =  1,80787 
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Calcul  de  loi^sin  n'. 


30 


liH'l 


4,58618 

0,5 


logsinn'  =  4,58649 


Calcul  de  iog  sin  (m  -+-  m'). 

m4-m'  =  405«34'20" 
480<'  — (m  +  m')=    74«25'40" 


74°  -25' 


^0" 


4,98373 

2,7 


log  sin  (m  4-  m')  =  4  ,  98376 


Calcul  de  o. 

logsinm=:4 ,85975 

logsinn'  =  4, 58649 

—  logsinn  =  0, 49243 

logsin(w-t-m')  =  0,04624 


logtg9  = 

4,65431 

A  =  34 

00 

24" 

46' 

34 

28, 

3 

50" 

2 

7 

5" 

9  =  24 

>  46'  55" 

Calcul  de  log  tg  (9  -f-  45"). 
ç^_  450^69015/ 55'/ 

A  =.38 
69"  46'  0,42490 

50"  31,7 

5"  3,47 

log  tg  (9  H- 45")  =  0,42225 


Calcul  de  logtg-- 


;^/  +  n4-n'  =  424"50'45" 
b=  58"  09' 45" 
b_ 

2 


29"  04'  38" 


A  =  30 


29"  4'  4,74494 

30"  45 

8"  4 


logtg  1  =  4, 74543 


Calcul  de  x. 

logtg  ^  =  4, 74543 
logtg  (9  H- 45")  =  0,42225 


a  =  -i» 

log 

K^-i)= 

=  0,46738 

20     55" 

46' 

48 

14 

30" 

' 

4 

9' 

■A- 

=  55" 

46'  39" 

h  _ 
2  " 

=  29" 

04'  38" 

X- 

=  26" 

42'  04" 

Calcul  de  log  sin  x. 

26" 42'  4,65255 

04"  0,43 

logsin.r  =  1,65255 


A  =  26 
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Calcul  de  log  AB. 


H83 


07298 
18, o 


log  AB  =  2,07317 


A  =  37 


Calcul  de  AM. 

log  AB  =  2,07317 

log  sin  X  =  1 ,05255 

—  log  sin  m  =  0,14025 

log  AM  =  1,86597 


AM  =  73,447 


(34-i 


Réponse. 
AM  =  73"',447. 

198.  Deux  points  A  et  B,  séparés  par  une  colline,  sont  à  une 
même  cote  de  48'", 26 3. 

D'un  point  C,  situé  au  sommet  de  cette  colline  et  ayant  pour 
cote  163'", 842,  on  mesure  les  angles 

a  =  61°  32',         p  =  76°28', 

que  font  les  directions  CA  et  CB  avec  la  verticale  CD,  ainsi  que 
V angle  des  deux  plans  verticaux  ACD  et  BCD;  ce  dernier  angle 
est  de  117M6'. 

Evaluer  la  distance  AB. 

(^Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  spéciaux,  1900.) 


Soit  D  le   point  'de  rencontre  de  la  verticale  CD  et  du  plan 
horizontal  des  points  A  et  B  ;'"posons 

/i  =  CD  =  163'",842  —  48'",263  =  1 15"^,579. 

Nous  avons 

DA  =  /itga,         DB  =  /itgp, 

et  tout   revient   à  calculer   le  côté   AB  du 
triangle  DAB,   dans   lequel  on    connaît  les 
côtés  DA,  DB  et  l'angle  compris  D  =  1 17M6'. 
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Les  angles  A  et  B  de  ce  triangle  sont  donnés  parles  équations 


^^  =  900-^, 


tg 


A^B  _  DB-DA  ^^^  D  _  smL^_^  ^^^  D 


2  DB  4-  DA 

On  en  déduit  ensuite 


2       sin(p-+-a) 


AD  sin  D  _  A  tg  a  sin  D 

~     sin  B  sin  B 


Calcul  de  B 

• 

P-a  = 

14°  56' 

fJ  +  a=: 

138° 

180° 

-a^-+-a)= 

42° 

D_ 

2 

58°  38' 

logsin(?  — a)  =  l,411H 
logsin([î  + a)  =  0,17449 

log  cet  ^  =  1,78505 


logtg 


A  — B 


A  =  57 


1,37065 

23     13°  12' 

42 

38 


40" 

4" 


2 
A-+-B 


13°  12' 44" 


=  31°  22' 


B  =  18°  09' 16" 


Calcul  de  log  h. 


1155 


06258 
26,6 
3,42 


log /i  =  2,06288 


Calcul  de  log  sin  B. 


18°  09' 


1 ,49347 


A  =  38 


A  =  38 


10" 
6" 


6,3 
3,8 


log  sin  B  =  1,49357 


Calcul  de  AB. 

180°  — D  =  62°.^ 

log /i  =  2,06288 

logtg  a  =  0,26584 

log  sin  D  =  1,94885 

log  sin  B  =  0,506t3 

iogAB  =  2,78400 
398 


6081 


AB 


2 
608,13 


Résultat. 
AB  =  608'",I3. 
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199.  Élanl  donnés  trois  alignements  droits  AB,  AM,  AC  issus 
d'un  même  point  A  et  faisant  entre  eux 
des  angles 


CAM  =  Y  =  31M7'8", 

on  veut,  d'un  point  M  de  l'alignement 
intermédiaire,  pris  à  une  distance 

AM  =  100'",051r 


mener  une  direction  BMC  qui  soit  partagée  en  deux  parties 
égales  par  les  trois  alignements  (BM  =  MC). 

Dans  ce  but,  on  évalue  la  distance  AB  qu'il  n'y  aura  plus 
qu'à  chaîner  pour  obtenir  le  point  B, 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  C  les  angles  du  triangle  ABC,  le 
calcul  conduit  à  la  relation 


m 


tg 


B 


tg 


^^cot^l 


qui  permet  de  calculer  les  angles  B  e^  C  dont  la  somme  est 
déjà  connue. 

Au  moyen  de  l'angle  B,  le  triangle  ABM  donne  ensuite  immé- 
diatement la  distance  AB. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  de  calculer  numériquement  la  distance  AB  en  se  servant^ 
de  la  relation  (1); 

2°  d'établir  la  relation  (1). 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  spéciaux,  1904.) 

Nous  réduisons  d'abord  les  angles  p  et  y  en  grades,  en  utili- 
sant les  tables  de  conversion. 
Nous  obtenons 


p  =  48sr3411,        Y  =  3/1^7617. 
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jNous  en  tirons 

p  +  y  =  A  =  83^4028,  P  —  T  =  13^8794, 


=  41^,7014, 


P 


6^9397. 


Nous  utilisons  les  formules 


sin  B 


Calcul  de  log  tg  ^— • 


A  =  63 


6,93  1,03857 

9  56,7 

7  4,41 

log  tg^^^r,  03918 


Calcul  de  logcot     • 
2 


41,71  0,11441 

8  11,2 


A  =  14 


0,84 


logcot  ^=0,11453 


Calcul  de  B  et  C. 
log  tg2^_T=:  1,03918 
2  logcot ^  =  0,22906 


A  =  3}? 


log  lg^-^=  1,26824 

'^  09-     li,67 


15 

11, i 

3,6 

B- 

2 

^^ 

11,6739 

B-f- 

2 

B  = 

:  58,2986 

=69,9725 
z 46,6247 

Calcul  de  log  AM. 

1000  00000 

5  21,5 

i  0,/i3 

log  AM  =  2,00022 
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Calcul  de  log  sin  (B  -h  p). 

B=  69,9725 
p=  48,6411 

B+p=:  148,6136 
200-(B-f-P)  =  81,3864 


A  =  2 


81,38    1,98115 


1,2 

0,08 


log  sin  (B  +  p)  =  1,98116 


Calcul  de  log  sin  B. 

69,97  1,94978 

2  0,6 

5  0,15 


log  sin  B  =  1,94979 


A  =  3 


Calcul  de  AB. 


log  AM=:  2,00022 

log  sin  (B -h  p)r=  1,98116 
^  log  sin  B  =  0,05021 

\  _ 

log  AB  =  2,03159 
41 

18 
16 

2 

AB  =  107,545 

1075 

Résultat. 
AB  =  107°>,545. 

200.  Calculer  les  trois  angles  x,  y,  z  compris  entre  —  90"  et 
-  90%  satisfaisant  aux  relations 


sin  a:  = 


sin?/ 


sin  z 


sin  a  ces  b\/\  —  k^  sin^  b -f-  sin  b  cos  ayi  —  k^  sin^ 


zcos 

b- 

1 

-  sin  a 

—  k'  sin' 

^  a  sin"^  b 

» 

cos  c 

sin6\/l 

—  k'  sin^ 

flV/l- 

-  k^  sin^  6 

1 

—  A;^  sin 

2  a  sin2  6 

6  —  k^  sin  a  sin 

6  cos  a  pos 

i/1- 

-k'- 

sin-^ 

av/l- 

-  k^  sin2 

b 

1  —  A;^  sin^  a  sin^  6 


où  /'on  suppose 


A:  =  0,31427, 
a=123°48'10", 
6=    52M0'20". 


(École  Navale,  1913.) 


EXERCICES    DIVERS 


161 


I.   Calcul  de  x. 

?sous  commencerons  par  rendre  calculable  par  logarithmes  la 
valeur  de  ^mx. 

Nous  déterminons  d'abord  des  angles  u,  r,  6  compris  entre  0 
et  90°  par  les  relations 

(1)     sinu  =  A;sina,       sinr  =  A'sin6,       sin  6  = /c  sin  a  sin  6. 

La  valeur  de  sin  x  devient  alors 

sin  a  cos  b  cos  v  -f-  sin  b  cos  a  cos  u 


sinx 


cos^  6 


Puis,  nous  calculons  un  nombre  positif  A  et  un  angle  z>  com- 
pris entre  0  et  90°  au  moyen  des  formules 


A  cos  c&  =  cos  b  cos  V,  A  sin  9  =  sin  6  cos  u, 


ou 


(^) 


tg  'f  =  tg  6 


cos  u 


sin  b  cos  u 


cos  V 
La  valeur  de  sin  x  est  alors 


sin 


(:<) 


Sin  a:  = 


A  sin  (g  H- 9) 
cos2  6 


En  résumé,  nous  calculerons  u,  ij,  6  au  moyen  des  formules 
(l),  puis  A,  cp  à  l'aide  de  (2)  et  enfin  x  par  la  formule  (3). 


Calcul  de  log  k. 
3442  49721 

2 M 

Jog/c  =  4,49730 


13 


Calcul  de  logsin  b. 


52oi0'  4,89702 

log  sin  6  =  4,89755 


A=:9 


Calcul  de  log  sin  a. 

180"  — a  =  56"  Il '60" 

A  = 
56"14'           4,94954 
50"       6^ 

log  sin  a  =  4,91958 

Al  UKHT  KT  pAi'KLiKH.  Ex.  Calc.  num. 


Calcul  de  log  tg  6. 


52040'  0,40980 

20"  8,7 

jogtg  6  =  0,40989 

'  11 


A  =  26 


IG2 
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Calcul  (le  log  sin  m  et  log  cos  u 

De  la  valeur  de  loi;  sin  u  noLis  dédui- 


logsin^<r.^î,9'l9:i8 


log  sirM<=::d,  41688 


sons  celle  de  log  cos  u  en  ulilist;nl  les 
tables  où  les  angles  sont  exprimés  ei» 
grades. 


log  cos  w=  1.98466 


Calcul  (le  log  sin  v  et  log  cos  v. 

log /t  =  1,49730  j^^ 

log  sin  6  =  1 ,89700 

log  Mnr  =  ï, 39485 


logcos  l\  - 

0,04x2 


27 

Ï,986i9 

0,08 


logsini^i=  1,39480 


lo-!  cos  r=  1,98619 


D  = 


Calcul  de  [02:  sin  0  et  log  cos  0. 


log /c=  1,49730 

log  sin  a  =  1,91958 

log  sin  5  =  1 ,89755 

log  sin  0  =  1,31443 

log  sin  Oi  =  1,31455 


l) 


12 

9,6 

1^ 


A.  =  32 


los  cos  0,  =  1,99055 


0.3x2 
0,07  X  2 


0,6 
0.1^ 


log  cos  0=  1,99056 


A,  -  2 


Calcul  de  -c. 

log  tg  6  =  0,10989 
logcos  M  =  1,98466 

Calcul  de  log  sin  9. 

51"  i'           T, 89693 
30"                  4,5 

A  =  !> 

log  Mil -.  =  1,89698 

—  log  cos  i'  =  0,01381 

A  =  26 

52«  4' 

Ca'cvl  (le  log  A. 

log  tg  9  =  0,10836 
23 

13 

9  =  o2«  4'  30". 

30" 

l(.gsin  6  =  1,89755 

*log  cos  t<  =  1,98466 

—  loi;  sin  9^0,10302 

log  A  =  1,98523 
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1G3 


i80»-(a  +  ç) 


9=    5-2''    4' 30'' 
4"    7' -20" 


Calcul  de  log  bin  (a  -h  9). 


17 


40 


20'' 


!5605 
08,3 


log  sin  (a  -h  9)  =  2,8o663 


Calcul  de  x. 

log  A  =ï, 98323 

log  çin  (a  -h  9)  =  2, 83663 
—  log  cos2  0^0,01888 

log  sin  .r  =  2,86074 

83933      4° 


A  =  173 


MO 

413,3  40" 

3,7  i" 


II.  Calcul  de  y. 
Des  formules  données  on  déduit  facilement 

sin-  X  H-  sin-  y  =  \,  sin  y  ^  ±  cos  .t. 

Or,  la  valeur  de  sin  y  étant  négative,  on  a 

sin  y  ^  —  cos  x         et  y  =  —  90"  H-  x, 

ou  y^  —  Hlj'DO'WÏ'. 


On  a 


III.  Calcul  de  z. 
k-  sin-  X  -h-  sin-  ;:  =  1 ,  cos' 


h-  sin-  X. 


On  voit  aisément  que  la  \aleur  de  sin  ::  est  positive,  donc  l'an- 
gle z  est  compiis  entre  0  et  90'\  et  défini  par  la  relation 

cosz=A:sinj:       ou       sin  s'' = /i  sin  a;       (c' ^=  90" — z) 


logA  =  1,49730 
log  sin  X  =  2,86074 
log  sin  z'=:  2,33804 

log— ;-  =  3,31 4Ui 

2 


log  z'  =  3,07230         z'  =  4 Toi"  --  l'M8'  24" 
j:  =  ,SS"  ir3«i" 
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Résultats. 

^     a:  =  4"  9' 41", 
î/  =  _8r)°50M9", 
z  =  88Hl'36". 

201.   On  donne  les  angles 

a  =  120° 38' 27",         b  =  81"  12'  35',         c  =  ^1' ]  1'  14". 

Calculer  les  angles  A,  B,  C  et  '^,  compris  entre  0  e/  180°,  qui 
vérifient  les  formules 


to-  A  :^  .   /sin(/?  — 6)sin(fl  — c)^ 
^2        y        sin/)sin(p  —  a) 


B  ^     /sm(p  — c)sin(/?  — fl) 
^  2       V        sinpsin(/)  — 6) 


C  ^      /sin(/)  — a)sin(/?  — 6)^ 
2       y        sin  ps\n(p  —  c) 

ot    ^sin(B-}-C  — A)sin(C  +  A  — B)sin(A  +  B  — C) 


c/a7i5  lesquelles  on  désigne  par  2p  la  somme  a  -h  6  -hc. 

(École  Navale,  1911.) 

Nous  introduirons  la  quantité  auxiliaire 


^^ 


sin  (/?  —  g)  sin  (p  —  b)  sin  (p  —  c) 
sinjo 


Les  formules  de  Ténoncé  deviennent  alors 


A  m  ^     B  m  ^     C  m 


'gl  =  siurp-ay     *S 


to-  — =  — 


(^  —  a)  2       sin  (jo  —  b)        °  2       sin  (p  —  c) 
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a  =  4-20°  38' -27" 
b=  Sl^i^'So" 
c=    47«ll'l4" 

2p  =  24S«  02'  16" 

p  =  124°  31' 08" 

480«  — p=    5.V28'o2" 

p-a=     3«o2'4l" 

p_6=    43«18'33" 

p  —  c=    77°  19'  54" 


Calcul  de  logsinp, 

55"  28'  1,91382 

50"  7,3 

2"  0,3 

logHnp  =  1,91390 


A  =  9 


Calcul  de  log  sin  (p  —  «). 

p  — a  =  3°  32' 41"  =  13961" 

A  =  3i 

1396  14489 

1 M_ 

log  13961  =  4,14492 

log  ^  =  6,68524 
arc 

logsin(p  —  a)  =  2,83016 


Calcul  de  log  sin  (p  —  6). 

A  =  13 
43M8'  1,83621 

30"  6,5 

3"  0,65 

log  sin(p-/))  =  1,83628 


Calcul  de  log  sin  (p  —  c). 


A  =  3 


77«19'  1,98927 

50"  2,5 

4"  0,2 

log  sin  (p-c)  =  1,98930 


Calcul  de  log  m. 

log  sin  (p- a)  =  2,83016 

log  si n(p- 6)  =  1,83628 

logsin(p-c)  =  1,98930 

—  log  sin  p  =  0,08410 


2  log  m  =  2,73984 
log  m  =  1,36992 


Calcul  de  A. 

log  m  =  1,36992 
log  sin  (p  —  a)  =  1,16984 


48 


log  tg  4  =  0.^3976 

'^  65    73«5i' 


41 

8 


10" 


i3o  54'  44" 


A 

2 

A  =  447"  48' 28". 


1G6 
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Calcul  (le  n. 

logm  =  ï,36î)92 
—  l-L:sin(p  — 6)  =  0,16372 

F» 


A  ^  41 


logtg-^  =  1,53364 

^  27     18°  51' 


37 

34,2 

50" 

2,8 

4" 

^z=zl8''51'54" 

B  =  370  43'  48'-' 

Calcul  de  C. 

log  m  =  1,36992 

—  ]()-j:sin(p  —  c)  =  0,01070 

_ _ ^ —         ^^ 

logtg^  =  1,38062 

^  35     13'' 30' 


56 


27 

.  -48,7 

20" 

8,3 

S" 

C  _ 

2 

=  13^ 

30'  29" 

C- 

^27° 

00'  58" 

A  = 

147 

'  48'  28" 

B  = 

37 

'  43'  48" 

C  = 

27 

'  00'  58" 

c  =  AH-n  +  C=  212°  33' 14" 
a  =  B  +  C  —  A  =  -  83°  03'  42" 
.^  =  G  +  A  —  B  =    437°  05'  38" 

-;  =  A  -4-  B  —  C  =     458°  34'  48" 

Los  sinus  de  a  et  de  a  sont  négatifs, 
ceux  di  (B  et  de  Y  sont  positifs;  donc, 
Col  9  est  positif  et  on  peut  écrire 

cot  '0  =  ^'"  laj^in  3siny      * 

I  sm  a  ]■ 


Calcul  ( 

le  log 

sin  a  \. 

a  — 480' 

.=  32' 

33' 4  4" 

2"  33' 

ï, 

73081 

10" 

3,3 

4" 

4,33 

A  =  20 


l(),ir'^ina!  =  4,  73086 


Calcul  de  logsin  [i. 
480°  — (î  =  42°  54' 22" 

42°  54'  4,83297 

20"  4,3 

2"  0,43 

log  sin  |î  =  4,83302 


A  =  43 


Calcul  de  log  sin  y. 

480°— y  =  21°  28' 42" 

24°  28'  4,56343 

40"  24,3 

2"  4,07 


A  =  32 


logsin  y  =  4,56365 

Calcul  de  0. 

logsin  [a!  =  4,99681 

logsin  ^  =  4,83302 

Ion  sin  y  =  4,56365 

,   —lo.i^l  sin  7  1  =  0,26944 

log  eut  9 

=  4 

,66262 
74 

9 
5,5 

3,5 

A  = 
65°  48' 

=  33 

40" 
6" 

?  = 

:65° 

48'  46". 
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Résultats. 

A  =  i-47M8'28", 
B^  37« -43' 18", 
C=    27«00'o8", 

^=    6dM8M6". 


202.   On  donne  les  angles 

a  =  50M0'30", 

C  =  121«3{>'20". 
Calcule?'  les  angles  A,  B,  c  par  les  formules 

a  — h 

'      A  +  B  n^^^-y- 

tix =  cot 


2         a^h 

COS : 


,    A  — B 


C 

siii 

a  —  b 
2 

2 

sin 

a  -f-  /> 

2 
A+B 

.     c       ,    a  —  h  2 

•^•^  9        ^      '>  A  —  B 


sin 


*; 


A,  H,  c  sont  compris  entre  0  et  180". 


€'dcvl  (le  lo*;  col  -^ , 
-2 

lïr^6>/i-H'>l()" 

2 

00"  i9'  d, 74702 

oO"  25 

I,  g  col -^-4,74727 


A  -^  30 


(^(t'.cul  de  lour  COS 

2 

a  — 6^  10"  10' 20" 

^TL^^    5"    .ViO" 
2 


lo.rcos"    J^       l,f)9K2l< 
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Ca'ci'l  de  log  sin  ^— • 


A  =  141 


10" 


2,94746 
23,5 


log  sin  ^^ ^  =  2,94770 


Calcul  de  logcos 


a-hb 


a  +  6  =  90M0'40" 
^Lzt-^  ==  450  05'  20" 


A  =  42 


450  06'  i, 84873 

W 8_ 

logcos  ^4^  =  1,84881 


Calcul  de  log  sin 


a-j-b 


A  =  12 


430  Oo' 


20" 


log  sin  ^±-^  =  1,85016 


Calcul  de 


G 


A+B 


log  cot  — =  1,74727 
log  cos^-^  =  ï,  99829 
logcos^^— =  0,1S119 


A  =-26 


log  tg^^  =  1,89675 

^  1        38°  15' 


09" 


AKITHMIQUES 

Calcul  de^~^- 

log  cot  -^1  = 

1,74727 

logsini^-*  = 

2,94770 

-IogMn£±*  = 

0,14984 

A  = 

4«00 

182 

■ogtg*7''  = 

2,84481 
64 

17 

05" 

A-P>_ 

2 

4°  00'  05". 

Calcul  de  A  ei  B. 

A  +  B_ 

2 

380 15' OS" 

A  — B 

4«  00'  03" 

^dd?  =  380  45/  09". 
2 


A  =  42M3'14", 
B  =  34Mo'04". 


Ca/cw/  (/e  log  sin 


A-hB 


A  =  16 
38M5'  1,79176 

09"  2,4 

log  sin  ^-t^  =  ï, '9178 
^  2 


Calcul  de  log  sin 

°  2 


A  =  181 


4«00'  2,84358 

05"  13,08 

log  sin  ^^;pJ?  =  2,84373 
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Calcul  de  c. 


logsin-""— =  2,94770 
loacos^^—=:  0,00171 


logsin^-^  =  1,79178 


logsin^^"^  — 1,15627 

- 

A  — 26 

logtg  1  =  1, 89746 
-              »23 

23 
21,7 

1,3 

38°17' 

50" 
3" 

_^=38M7'53" 
c  =  76°  35' 46". 

Résultats. 

A  =  42°  15'  14", 

B  =  34Mo'04", 

c  =  76°  35'  46". 

203.   Calculer  les  angles  A,  A',  B,  B',  C,  C,  compris  entre  0 
et  180°,  donnés  par  les  relations 

AdiA'  _  90O  4_  a,  tg  ^—  =  cot  a  cos  cp,  a  =  25°  1.3'  25", 
?^-~  =  90°  +  6,  tg  ^—  =  cot  b  cos  cp,  6  =  40°  28'  14', 
5^tÇ.'  =90°-f-c,        tg  ^^'  =  cote  cos  cp,       c  =  58°43'H% 


_  2\/cos  ^  cos  (jp  —  g)  cos  (/?  —  b)  cos  (/?  —  c) 
^  '  ~~  sin  a  sin  6  sin  c 


2jo  =  a  H-  6  4-  c. 
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Ca'ci'l  de  log  sin  ^— • 


A  =  141 


10" 


2,94746 
23,5 


log  sin  ^^ ^  =  2,94770 


Calcul  de  logcos 


a-hb 


a  +  6  =  90M0'40" 
^Lzt-^  ==  450  05'  20" 


A  =  42 


450  06'  i, 84873 

W 8_ 

logcos  ^4^  =  1,84881 


Calcul  de  log  sin 


a-j-b 


A  =  12 


430  Oo' 


20" 


log  sin  ^±-^  =  1,85016 


Calcul  de 


G 


A+B 


log  cot  — =  1,74727 
log  cos^-^  =  ï,  99829 
logcos^^— =  0,1S119 


A  =-26 


log  tg^^  =  1,89675 

^  1        38°  15' 


09" 


AKITHMIQUES 

Calcul  de^~^- 

log  cot  -^1  = 

1,74727 

logsini^-*  = 

2,94770 

-IogMn£±*  = 

0,14984 

A  = 

4«00 

182 

■ogtg*7''  = 

2,84481 
64 

17 

05" 

A-P>_ 

2 

4°  00'  05". 

Calcul  de  A  ei  B. 

A  +  B_ 

2 

380 15' OS" 

A  — B 

4«  00'  03" 

^dd?  =  380  45/  09". 
2 


A  =  42M3'14", 
B  =  34Mo'04". 


Ca/cw/  (/e  log  sin 


A-hB 


A  =  16 
38M5'  1,79176 

09"  2,4 

log  sin  ^-t^  =  ï, '9178 
^  2 


Calcul  de  log  sin 

°  2 


A  =  181 


4«00'  2,84358 

05"  13,08 

log  sin  ^^;pJ?  =  2,84373 
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Calcul  de  c. 


logsin-""— =  2,94770 
loacos^^—=:  0,00171 


logsin^-^  =  1,79178 


logsin^^"^  — 1,15627 

- 

A  — 26 

logtg  1  =  1, 89746 
-              »23 

23 
21,7 

1,3 

38°17' 

50" 
3" 

_^=38M7'53" 
c  =  76°  35' 46". 

Résultats. 

A  =  42°  15'  14", 

B  =  34Mo'04", 

c  =  76°  35'  46". 

203.   Calculer  les  angles  A,  A',  B,  B',  C,  C,  compris  entre  0 
et  180°,  donnés  par  les  relations 

AdiA'  _  90O  4_  a,  tg  ^—  =  cot  a  cos  cp,  a  =  25°  1.3'  25", 
?^-~  =  90°  +  6,  tg  ^—  =  cot  b  cos  cp,  6  =  40°  28'  14', 
5^tÇ.'  =90°-f-c,        tg  ^^'  =  cote  cos  cp,       c  =  58°43'H% 


_  2\/cos  ^  cos  (jp  —  g)  cos  (/?  —  b)  cos  (/?  —  c) 
^  '  ~~  sin  a  sin  6  sin  c 


2jo  =  a  H-  6  4-  c. 
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Calcul  (le  log  sin  A'. 

180«  — A'  =  87o29'i25" 

log  sin  A' =  4,99958 


Calcul  de  log 


sin  A 

sin  A' 


logsin  A  =  4,82603 
log  sin  A' =  0,00042 


log  sin 


4,82645 


Calcul  de  log  sin  B. 
480°  —  B  =  36°  30'  59" 

36«30'  4,77439 

50"  44,2 

9"  2,6 

log  sin  8  =  4,77456 


47 


Calcul  de  log  sin  B'. 

180°  — B'  =  6:«32'33" 

62° 32'  1,94806 

30"  3,5 

3"  0,35 

logsinB'  =  4,94840 


Calcul  de  loj 


sin  B 
sin  B' 


log  sin  B  =  4  ,77456 
—  log  sin  B'  =  0,05190 

log  ^  =  4,82646 
sin  B' 


Calcul  de  log  sin  C. 

180°  — C  =  24°.  26' 57" 

24"  26'  4,61662 

50"  22,5 

7"  3,2 


\  =  i 


log  sin  C 

=  \ 

,61688 

Calcul  de 

log 

sin  C. 

180° -C'  = 

=  38 

°06'41" 

A  =  l 

38°  06' 

i, 

79031 

40" 

40,7 

i" 

0,27 

log  sin  C  - 

=  ï, 

79042 

Calcul  de  log - 

ïinC 

~ — ~i^ 

sin  C 

log  sin  C  =  ï, 61688 
—  log  sin  C'  =  0,20958 

log  .^ilL<l  =  ï,  82646 
sin  C 


Résultats. 


A  =  137°  56' 15", 
A'=   92°  30' 35", 


B  =  143°  29' 01", 
B'  =  117°27'27", 


C  =  435°  33' 03", 
C  =  141°  53'  19". 
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204.  Un  observateur  placé  en  C,  à  une  distance 

OC  =  1  348'",27 

du  centre  0  de  la  grande  roue  de  Paris,  voit  les  deux  rayons 
OA  et  OB  de  cette  roue  situés  sur  un  même  diamètre  AB,  sous  des 
angles  a  =  l°5'5l",  ?  =  i-l'45". 

Déduire  de  ces  données  le  diamètre  de  cette  roue,  ainsi  que 
les  valeurs  des  angles  BAC  et  ABC. 

On  se  servira  des  tables  de  logarithmes  relatives  au  calcul 
des  petits  angles. 

(École  des  Ponts  et  Chaussées,  Cours  spéciaux,  1898.) 

Désignons  par  R  le  rayon  de  la  roue  et  par  A,  B  les  angles 
BAC,  ABC  respectivement.  Dans  les  triangles  OAC  et  OBC  on  a 

sin  A  _  sin  a  sin  B shi_^ . 

"ôir'nsr'      oc  ~  R  ' 

nous  en  tirons 

sin  A  _  sin  B  _  sin  A -h  sin  B  _  sin  A  — sin  B 

sin  a  ~  sin  |i        sin  a  4-  sin  ,8        sin  a  —  sin  ^ 


ou 


^   .    A-hB        A  — B 
2  sin  — - —  cos  — - — 

2  sin !-  cos  — -— 


o    •    A 

— 

B 

cos 

A-f-B 

2 

2 

9sin°' 

■^ 

cos 

a-hj    ' 

2 

2 

ou 


,    A-B      , A+B       ^     2 
tg— ,— =  tg-5- 


2 
D'autre  part,  on  a  A  -+-  B  =-  180"  —(a  +  [i),  on  aura  donc 


(,)  A^_J^g„._a_+J 
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(-') 


,    .ot-f-ft 


0) 


R  =  OC  .51^4  =  005^311*. 
sm  A  sin  B 


Les  formules  (1),  (2),  (3)  résolvent  le  problème. 


a  —  p  =  4'  00" 


a-[i 


2'0H"  =  15o" 


P  =  ^o07'36" 


a+,3 


a+3 


lo03'4S" 


3600"  +  480" -^  48"  =  38^28" 


a  — p 


log^^  =  2,08991 

logi^  =  b,  68557 
arc 


loffts: 


^  ==  4,  r/o4J 


Calcul  de  log  tg^^ — 


log^?  =  3,58-297 

logi^  ='6,68562 
a  c 


l.,glg^-i=.  2,26859 
2  logtg"'-^-^^^  4,53718 


Ca/cM/  (le  A  t'f  B. 


3j   3  - 

log  tg— -^-'~  =z  4,77548 
2  logtg^l^^  3,46282 


1      .    A  — B 

log  l" 


A  =  2i 


2 

827      59" 59' 

3                  06 

A  — B 

2 

51>  59'  06" 

A  +  B 

88"  56'  12" 

A  =148"  55' 18' 
B=    28"  57' 06" 


Calcul  de  log  OC. 


A  =  3-] 


43i8 


7 


42969 
6,4 

2,24 


lo- OC  =  3, 12978 


Calcul  de  log  .sin  a. 

a  =  4"  05' 51" 

a  =  3600"  4-  3CC"  +  54"  =  3951' 
log  a  =  3,59071 

log  " —  :=  6,68555 
arc 


lo-sin  jt  =  -2,28226 
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Calcul  (le  logsin  A. 

A  =1  48»  .")■;' IR" 
iSC»  — A=    3l"0V4-J' 

31"  Ci'  Ï,715(>.S 

40"  14 

r  0,7 

logsin  A  =  T,7I-2S3 


A=-2l 


Calcul  de  V\. 

]()g  OC  =  3,-12978 
logsin  a  =  5,28226 
logsin  A  =  0,28717 

log  11  =  1,69921 
14 


R  =  r;o,028 


:;002 


Vérification. 

Calcul  de  logsin  ,3. 

p  =  i"0i'-4:>" 

^  =  3600"  +  60"  -F  io"  =  3703" 
log!^  =  3,56879 

og ==:  6 ,  b8aa.) 

{ll'C, 

logsin  ?  =  2,23434 


Calcul  de  ion:  sin  B. 


A  =  23. 


28"  o" 


06" 


'1,68489 
2,3 


logsin  n  =  1,68491 


Calcul  (le  [\. 
]og()G  =  3,42978 
logsin  3  =  2,23434 
log  sin  P>  =  0,31509 

-     log  II  =  1,69921 


Résultats. 

HAG  =  1 48'^  55'  1 8  ",  aET;  =  28"  57 '  06" 

le  diamètre  de  la  rone  est  é^al  à  100'", 056. 


205.  L  n  ohscrvaleur  siliié  en  un  point  0  r/'»/i  rivage  recti  ligne 
AB  observe  un  navire  c[ui  occupe  successivement  les  positions 

C,  C,  G",  aur  trois  épocfuesf,  t' ,  l" . 
L'observaleur  mesure  les  an- 
gles GOB,  G'OB,  COB  que  font 
les  raijons  v.sucls  OG,  OG',  OG" 
avec  la  cliredion  du  rivage. 
D'autre  part,  la  vitesse  v  du 
navire  est  supposée  conslan'e  el  connue. 

Cela  posé,  on.  dcniande  de  déterminer  par  la  dislance  01)  =  x 
le  point  I)  du  rivarje  vers  lequel  se  dirige  le  navire  et  l'cpor/uc 
T  à  laquelle  il  at'eindra  ce  point. 
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Faire  le  calcul  dans  le  cas  où  : 

COB  =  79°  28'  30",         OOh  =  ()2"  i  1  '  1  :V",         COB  =  47'  8'  27", 
V  =  lô"""   à  l'heure,      t  =  midi  20'",       t'  =  midi  40"',      t!'  =  1\ 

(^Kcole  des  Ponts  el  Chaussées^  18!)4.) 

Soient  COD  =  a,  C'OD  =  p,  C"OD  =  y  et  CDD  =  À.  On  a 
CD  X  CD  X  C"D  a; 


sin  a       sin(a  +  X)         s  in  [i       sin  (fi  -+-  À)         sin  y       sin  (y  -i-  X) 
et     CD  =  t^(T  — 0,         C'D=i'(T  — Oi         C"D=v(T  —  t"). 
On  en  déduit 

T  _  /   1         -3:^  sin  ^ —  f    <        «^  sin  ^ _  .„ or  sin  y 

t)  sin  (a  +  X)  t;  sin  (p  -h  X)  r  sin  (y  -|-  X) 

trois  équations  pour  déterminer  À,  x,  T. 

Calculons  d'abord  X.    Les  deux  dernières  équations  peuvent 
s'écrire 


l'  —  t      "" 


t"  —  t 


xf      sin  a sin  3      ~|      x        sin  X  sin  (a  —  ^) 

V  Lsin  (a  +  X)  '"'  sin  (fi  -h  X)  J  ~~  v  sin  (a  -h  X)  sin  (fi  -I-  X/ 

X  r      sin  a  sin  y      ~\      x 

t)  Lsin(a-I-X)      sin(y-f-X)J  ~  r 


sin  X  sin  (g  —  y) 


sin  (a  H-  X)  sin  (y  -h  X) 

d'où  l'on  déduit 

sin  (,6  +  X)  _  sin  (a  —  fj)    t"  —  / 
sin  (y  H-  X)       sin  (a  —  y)     t'  —  t 

Posons  ter  9  =  - — ) 4  • , 

^^        sin  (a  — y)     t'—t 

l'équation  peut  s'écrire 


+  X)  —  sin  (y  +  X)  _  tg  9  —  1  _       ,^  _    „„. 

-^X)-+^sinrY-+-X)       l+tiïc"   ^^'  ^' 


sin 

sin  (p  H-  X)  -h  sin  (y  -+-  X) 

3- 


ï 


d'où  tg  I   = — --^  -+-  A  ,  ,  , ..   , 

^V     '^  /       tg(cp  — 45») 


tg 
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Connaissant  X,  on  aura  a;  et  T  par  les  formules 

^  ^        sin  X  •  sin  (a  —  p)  v  -  sin  (a  -h  X) 

En  faisant  le  calcul,  on  trouvera 

log  tg  cp  ==  0,04580,  cp  =  48°  0'  56", 

logtg/'^-^  +  xW  0,39913,  X=  13°  35' 20". 

log  X  =  1 ,86887,         X  =  73'"",938, 
log  (T  —  0  =  0,65800,         T  —  /  =  4'^33"',         T  =  4'^53'". 

206.  Connaissant 

a  =  41°  09'  49",         b  =  123°  02'  10",         C  =  73°  58'  40", 

calculer  les  angles  A,  B,  c  par  les  formules 

.a  —  h  a  —  h 

,   A-B  .C^'°~2~'  ,   A  +  B  .C'^^-J- 

sm  — ^ —  CCS  —  - — 

.    a  — h  .    A-f-B 

.     c_^^-2-^^"~2-~ 

^2  . A— B 

sin— — 

Les  angles  A,  B,  r  sont  compris  entre  0  et  180°. 

{École  Xavale,  1908.) 

On  trouve 
A  =  40°  54'  26",  B  =  123°  29'  08",         c  =  104°  57'  32". 

207.  Des  extrémités  A  et  B  d'une  base  Je  longueur  connue 
AB  =  a^  on  a  visé  un  point  M  et  mesuré  les  angles  a:AM  =  a 
et  xBM  =  p  que  font  les  droites  AM  et  BM  avec  la  direction  kx 
de  la  base  AB. 

On  demande  d'établir  les  formules  donnant  Vabscisse  AP  =^  x 
et  l'ordonnée  PM  =y  du  point  M,  en  fonction  de  a,  a,  ^. 
AruERT  KT  Pai'Ki.ikh.  Kx.  Cale,  niini.  12 
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Applicalion  numérique  : 

a  =  1000'",         a  =  48"  29',         p=:  71^35'. 
(Ecole  spéciale  des  Travaux  publics,  1913.) 


On  trouve 


a  sin  8  cos  a       .  ^^^^  .... 
X  =  — — -L_ — ^  =  1  602"", 96, 
Sin  (p  —  a) 

asin3sina_^  ^^ 

sin  ([^  —  7.) 


208.  Données: 

a  =  33«42'21",3, 
6  =  52°28'13",7, 
c  =  68"  35' 19", 0. 

Calculer  r,  A,  B,  C,  u  au  moyen  des  formules  suivantes  : 


tgA_ tS_'^ ,         tffl_ tgr 

^2       sin(jo  — a)      •     ^2       sin(/?  — 6) 

^2       sin(p  — cV  2  ~^        a         b         c 

^^        ^  2  cos  — cos  —  cos  — 

Vérification  :        A  +  B  +  C  =  180"  +  u. 

On  prendra    la  plus  petite    valeur  positive  pour    chaque 
inconnue. 

(École  Navale,  1919.) 

Réponse:  r=    12°  03' 02', 

A=  34"  21' 18", 
B=  53"  45' 12", 
C  =  108"  47' 02", 
«=    16"  53' 28". 
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209.  Dans  le  quadrilatère  plan  ABMN  où  A,  B  sont  accessi- 
bles, e^  M,  N  inaccessibles^  on  a  mesuré 

a  =  SlAB  =  61»20'35", 
p  =  MBA  =  40M2'8", 

Y  =  NAB  =  38°8'i5", 
S  =  NBA  =  80°  3' 18". 
Calculer  les  distances  MN,  MA,  NA. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1887.) 
On  trouve 

MA  =  1  670"\07,         NA  =-  2833"\         MN  =  1 455™,3. 


210.   On  connaît  sur  un  terrain  plan  les  trois  points  B,  C,  D 
et  la  direction  DE. 
On  a  évalué 

la  distance  BC  =  304"',919, 
la  distance  BD  =  122'",131, 

l'angle  DBC  =  IGl*'  41'  59", 

l'angle  BDE  =  22°  18'  9". 

On  veut  prendre  sur  la  direction  DE  un  point  E  tel  que  le 
triangle  ADE,  obtenu  en   menant  la 
droite  EC  et  eii prolongeant  cette  droite 
xC  jusqu'à  sa   rencontre  en  A   avec  DB 

soit  isocèle  (AD  =  AE). 
Calculer  la  distance  DE. 

E.     (AVo/e  des  Ponts  et  Chaussées,  1903.) 

Dans   le  triangle  ABC  nous  connaissons  le   côté    BC   et   les 
angles  A  et  B,  car  on  a 

A=  180"  — 2BDÈ,         6  =  180"— DBC. 
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On  peut  alors  calculer  le  côté  AK.  On  en  déduit 

AD  =  AB-f-BD,         et        DE  =  2ADcos  ADE. 
On  trouve  ainsi 

AB  -r.  192'", 423,         DE  =  582'",0n. 

211.  Soit  le  quadrilatère  ABA'C,   les  sommets  A  et  X'  étant 

opposés.  On  connaît  AB  =  c,  BA'  :=  c'^  et  ABA'  =  o.  On  a  mesuré 

les  angles  ACB  =  y,  A'CB  =  y',  sous  lesquels  on  voit  AB  et  A'B 

du  point  C. 

J^  Calculer  les    éléments    des    triangles 

6  ABC,  ABC. 

^       C  Application  numérique  : 

^^^"^"^^  "    ^  c  =  190'",      c'^235'",       o  =  96"32'41% 

^'\/  Y  =  3riM0',       v'z=44M5'27". 

A- 

{Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1910.) 

Les  éléments  inconnus  sont  les  côtés 

BC^a,         kC  =  b,         k'C  =  b' 
et  les  angles 

BAC  =  A,  BAC  =  A'. 

Nous  calculerons  en  premier  lieu  A  et  A'.  Nous  avons  d'abord 

(1)  A_+A:_,jj^._3+i+j/. 


puis,  des  relations 


sin  A       sin  y  sin  A'      sin  y' 


sin  Y 

a  c  a  c' 

4 
nous  déduisons  successivement 

sin  A         sin  A'  sin  A  H- sin  A'    sin  A  —  sin  A' 


c'  sin  y       c  sm  y        c  sin  y  -t-  c  sin  y        c  sin  y  —  c  sin  y 

^    A  —  A'       c'  sin  y  —  c  sin  y'      A  -h  A' 
^2  c'  sin  y  -+-  c  sin  y'  2 
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OU,  en  posant 

^o\  ^  sin  y'       . 

(3)  tg-^A'  =  tg(45«-.)tg^^. 

Les  formules  (1),  (2)  et  (3)  permettent  de  calculer  A  et  A' 
On  obtiendra  ensuite  a,  h,  b'  à  l'aide  des  relations 

a     b c 

sin  A      sin  (A  -h  y)      sin  y 

_a_  ^ b[ _c'_ 

sin  A'       sin  (A' +  y')       sin  y' 

Comme  vérification  on  devra  obtenir  la  même  valeur  de  a  en 
la  tirant  de  chacun  des  groupes  de  formules. 
On  trouve;  d'abord 

cp  -=  U"  24'  39',         40»  —  cp  =  35'  21". 

On  calcule  log  tg(45"  —  o)  en  appliquant  la  méthode  des  petits 
arcs;  on  obtient 

logtg(4r)"  —  o)  =  2,01213, 
D'autre  part,  on  a 

A -h  A'      (,oonn'-r"  ^         /A -h  A'  —1 

: —  =  '^2  '  UO  .)()  et        ter =  — —^r-. — 777; 

2  ^2  tg2°0()'56" 

et,  par  suite, 

^     2  tg  2"  00' :•)()" 

Ceci  montre  que  A  est  plus  petit  que  A'  ;  on  écrit  alors 
log  tg  '^-=  log  tg  (45°  -  cp)  —  log  tg  2"  00'  56"  =1,46568. 
On  en  déduit  ^^A  =  \{^o  17/  ^g^/^ 

puis 

A  =  75"  43'  3S",         A'  =  108"  IS'  14"  ; 

et  enfin 

a  =  319'",70,         b  =  308"',20,         b'  =  155"',  17 
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212.  Un  ohservaieur  situé  sur  un  navire  qui  se  déplace  en 
li(/ne  droite  avec  une  vitesse  connue 
observe  à  deux  époques  les  angles  a 
et  ^  que  fait  avec  la  direction  AB  de 
la  marche  du  navire  le  rayon  visuel 
allant  à  un  point  fixe  G  de  l'horizon. 
On  demande  de  calculer  à  quelle  dis- 
lance du  point  C  passera  le  navire  et 

à  quel  moment  il  sera  le  plus  voisin  de  C. 
Données  :  AA'  =  G850"\  a  =  30"  20'  03",  p  =  45*'  06'  27"  ;  temps 

écoulé  entre  les  deux  observations^  17  minutes. 

(^Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  spéciaux,  1896.) 

Abaissons  CH  perpendiculaire  sur  AB,  posons  AA'  =  c?,  CH  =  h, 
et  désignons  par  /  le  temps  (exprimé  en  minutes)  que  met  le 
navire  pour  parcourir  la  distance  AH. 

On  établira  aisément  les  formules 


h  =  d 


sm  a  sm 


On  trouve 


sin  (p  —  a) 
/i  =  961l"',5. 


,  p.  cos  X  sin  B 
17 '-• 

sin  (fi  —  a) 


ione^ 


213.  Etant  donnés  deux  monuments  ka,  B6  dont  les  hauteurs 
respectives  au-dessus  d'un  même  plan 
horizontal  sont  /i  =  30™,25,  A' =  280'", 70 
et  dont  la  distance  ab  =  d  est  de  430"'^50, 
on  demande  quelle  est  la  position  c  que 
doit  occuper  un  spectateur  sur  l'horizon- 
tale DaD'  perpendiculaire  à  ab  pour  voir 
les  deux  monuments  sous  le  même  angle. 
Calculer  cet  angle  ainsi  que  la  distance  ac. 
(^Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1897.) 

L'angle  demandé  est  36^,6140,  et  la  distance  ac  est  égale  à 
46",666. 
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214.  AOB  est  un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle 
droit  valent  respectivement 

OA  =  a  =  20'",456, 
OB  =  6  =  32'",203. 

Ces  côtés  sont  vus  d'un  point  P  sous 
les  angles 

APO  =  a  =  10",     BPO  =  ,3  =  30*^  2'  15". 

Trouver  :  1"  l'angle  -^  =  POA  ;  2'^  la  distance  r  =  OP. 

{Ecole  des  Mines  de  Saint- Etienne,  1904.) 

215.  Calculer  les  côtés  et  les  angles  d'un  quadrilatère  ins- 
criptible  ABDC  connaissant  le  côté  AB  =  25,6097,  la  diagonale 
BG  =  66,5853,  et  les  angles  ABC  =  67°  22'  48^48  et  CBD  =  45«. 

{Ecole  des  Mines  de  Saint- Etienne,  1891.) 

216.  Calculer  les  côtés,  les  angles  et  la  surface  du  parallé- 
logramme dont  on  connaît  le  côté  AB  =  21 0"», 367,  la  diagonale 
AC  =  184^071,  et  l'angle  BAC  =  38''  12'  47". 

{Ecolçdes  Mines  de  Saint- Etienne,  1896.) 

217.  Calculer  les  côtés  et  les  angles  du  quadrilatère  inscrip- 
lible  ABCD,  dont  on  connaît  : 

le  côté  AB  =  79'",518,  le  côté  BC  =  212"\048, 

l'angle  ABC  =  60»,  l'angle  BCD  =  51»  47'  12",5. 

{Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne,  18i)4.) 

218.  On  donne  les  côtés  a,  b,  r,  d  d'un  quadrilatère  inscrip- 
lible.  Calculer  les  angles,  la  surface  et  les  diagonales. 

Application  numérique  : 

a  =  31"',         6=16"^,         c  =  24'",         d=\\^. 
{Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  Cours  préparatoires,  1909.) 
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Désignons  par  A,  B,  C,  D  les  sommets  et  les  angles  du  quadri- 
latère, et  posons 

a  =  AB,         b  =  BC,        c  =  CD,         d=D^; 

soient  x,  y  les  diagonales 

ic  =  BD,         .V  =  AC, 

et  S  la  surface. 

En  désignant  par  2p  le  périmètre  a-h  b-\-c-\-d^  on  a  les 
formules  connues 


A  _      /(p-a)(p-d)  B  _     /(p-aXp-b) 

^2"    \/(p-bXp-cy  ^2       \/(p-cXp-d)' 


C  =  Tr  — A,     D  =  7r-B,     S^~vXp  —  ^Xp-^Xp  —  ^Xp  —  (^y 
2  _  {ac -V~  bdXab -\- cd)  .,  __  (ac  -h  bdX^d  -h  bc) 

ad -\-  bc  '  *^  ab-hcd 

On  peut  rendre  calculables  par  logarithmes  les  valeurs  de  x  et 
y.  Pour  cela,  on  remarque  que  Ton  a 

ac-\-bd  =  (p  —  aXp  —  c)  ^  (p  —  6)(p  —  d), 

et  des  égalités  analogues  pour  ab-hcd  et  ad -h  bc  ;  on  obtient 


alors  aisément 

(p_a)cos| 

(p  —  a)  cos  - 

.     B     ' 

cos  cp  sm  — 

y-                .     A     ' 

cos  cp  sm  — 

cp  étant  un  angle  aigu  défini  par 

l'égalité 

tg^.-[^ 

-b)(p-d) 
-aXp-c) 

Avec  les  données  numériques  de  l'énoncé,  on  trouve 
A  =  88^9692,  '      B  =  77%7728, 

S-357"'2,075, 
a?  =  31'",0o6,         î/=-29"',624. 
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